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Abstract: We have sieve method formula of π(N) and sieve method formula of r2(N). By these 

sieve method formula, we can obtain 
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用类比方法得到哥德巴赫猜想(A)的答案数量的上、下界估计 
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摘要  本文引用素数个数π(N)的筛法公式(容斥公式)和哥德巴赫猜想(A)的答案数量 r2(N)的

筛法公式。通过这二个筛法公式的类比，得到哥德巴赫猜想(A)的答案数量的上、下界估

计
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“偶数中的复合数都可以表示为二个素数之和。”——这就是常说的哥德巴赫猜想(A)或偶

数哥德巴赫猜想。简称“1+1”。 

德国哲学家康德说过：“每当理智缺乏可靠论证的思路时，类比这个方法往往能够指引我们

前进。” 

本文把“1+1”在闭区间内的答案数量(解数) N(1,1)r的筛法公式与素数个数π(N)的筛法公

式(容斥公式)进行类比，得到“1+1”解数 r2(N)的上、下界估计。 
1 用逐步淘汰法建立的素数个数π(N)的筛法公式(容斥公式) [1]。 

N——偶数中的复合数。N=4，6，8，10，……。 

pi——素数。pi＜ N 。pi =p1，p2，…，pi，…，pr。i=1，2，…，r。r=π( N )。 

[A]——数值 A 的整数部分。例如，[5.96]=5。 
当 A 是函数式时，把 A 展开成一个一个的数值，再取每一个数值的整数部分。如公式(1)

所示的素数个数的筛法公式(容斥公式)。 
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 N→∞时，π( N )/π(N)→0。应用公式(1)时，π( N )、( r-1)可以忽略不计。确切地

说，本文忽略区间( 0，pr+1 )内的素数以及该区间的“1+1”的解数 2N(1,1)i；包括取π(N)r为

π(N)；π(pi)r为π(pi)；……。 
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2 用逐步淘汰法建立的“1+1”答案数量(解数) N(1,1)r的筛法公式 [2]。 

p——闭区间[ pr+ 1，N-pr-1]内(以下简称闭区间)的素数。(pr+ 1)＜p＜(N-pr-1) 
π(N)r——p 的数量，也就是闭区间内的素数数量。π(N)r=π(N-pr-1)-π(pr+1)=π

(N-pr-1)-r。N→∞时，π(N)r～π(N)。 

r2(N)——“1+1”的答案数量(解数)。 

根据以上规定，N=pi+(N-pi)=p+(N-p)=“1+1”时，因为(N-pi)和(N-p)中的素数数量之和就

是“1+1”的答案数量 r2(N)，故有 r2(N)=N(1,1)R+2N(1,1)i。 
N(1,1)R——(N, p1p2…pr)≥2 时，(N-p)中的“1+1”的解数。 
N(1,1)i——(N- pi)中的“1+1”的解数。实验证明某些 N 的(N-pi)都是合数而使 N(1,1)i=0。 

N(1,1)r——(N, p1p2…pr)＝2 时，(N-p)中的“1+1”的解数[2]。(见公式(3)。) 
ai+n pi，aij+npipj，aijk+npipjpk，…，——(N, p1p2…pr)=2 时，以 N 为末项、以 pi、pipj、pipjpk，…

为公差的等差数列。 
π(pi) r，π(pipj) r，π(pipjpk) r，…，——闭区间内，以上的每一个等差数列中的素数个数。 

定理 1  (N, p1p2…pr)=2 时，闭区间内，“1+1”的解数 N(1,1)r可用公式(3) [2]计算。 
(3)   N(1,1)r=π(N)r- ∑ π(pi)r+  ∑  π(pipj)r-   ∑   π(pipjpk)r+…+(-1)r-1π(p2p3…pr)r

[2] 
               2≤i≤r       2≤i＜j≤r          2≤i＜j＜k≤r  

证明  闭区间内的 ai + npi中的素数，(数量是π(pi)r。)都不会是“1+1”的解[2]。合计是∑

π(pi)r。应该从π(N)r 中减去。在减去π(pi)r和π(pj)r时，因出现重复减去而要补加π(pipj)r
[2]，

合计是∑π(pipj)r。同理，对π(pipjpk)r 应是补减，合计是∑π(pipjpk)r，以此类推，得到式(3)。
证毕。 

引理 1(素数定理)  当 N→∞时，π(N)～
N
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。 

引理 2(等差数列的素数定理)  (pi,ai)=1 时，末项不大于 N 的等差数列 ai+npi中，当 N→∞

时，其素数个数π(pi)～ Np
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下的少，小者表示减去的少而留下的多。这就可以对公式(1)～(3)的答案数量作初步比较了，

考虑到公式(3)比较的对象是
N
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已经知道，当(N, p1p2…pr)≥2 时，闭区间内的“1+1”解数 N(1,1)R可用公式(3a)表示[3]。 
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前面指出，r2(N)=N(1,1)R+2N(1,1)i，2N(1,1)i可以忽略不计。故有 
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N 比较大，π(N)无法计算时，根据引理 1，可取 
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3  讨论。 
根据引理 1，把参变量的近似值还原为参变量后，哈代－李特伍德猜想(A)便是 

r2(N)～1.3202
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与本文的上、下界估计的比较可知，2＞1.3202＞1。由此可知，本文的上、下界估计是比

较接近实际解数的。 

与以前得到的上界估计的系数值 7.8342相比，本文能降低到 2 可以说是一个大跃进。 

上述方法完全可以推广到双生素数(p,p+k)数量的下界估计中去，这就是公式(1)、(2)与双生

素数(p,p+k)数量的筛法公式[4]进行类比，便可得到小于 N，相差为一个偶数 k 的素数对(双生素

数)的数量 Pk(N)的上、下界估计。 
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