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Continued Radicals   
 

the numbers  �𝟏𝟏 + �𝟏𝟏 + √𝟏𝟏 + ⋯𝒎𝒎+𝟏𝟏𝒎𝒎+𝟏𝟏𝒎𝒎+𝟏𝟏
    , 𝒎𝒎 ∈ {𝟏𝟏,𝟐𝟐,𝟑𝟑, … } 

 
 
Abstract. We give some formulas related with continued radicals 
 
Resumen. Se muestran algunas relaciones que involucran a los números:  

𝑥𝑥𝑚𝑚 =   �1 + �1 + √1 + ⋯𝑚𝑚+1𝑚𝑚+1𝑚𝑚+1

   , 𝑚𝑚 ∈ ℕ = {1,2,3, … } 

 
 
Introducción 
 

Sea 𝑚𝑚 ∈ ℕ y 𝑥𝑥𝑚𝑚 =  �1 + �1 + √1 + ⋯𝑚𝑚+1𝑚𝑚+1𝑚𝑚+1
 , en esta nota se muestran algunos resultados que 

involucran a los números 𝑥𝑥𝑚𝑚  . Para 𝑚𝑚 ∈ ℕ , el número 𝑥𝑥𝑚𝑚  es un cero de la función: 
 

𝑓𝑓𝑚𝑚(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥𝑚𝑚+1 − 𝑥𝑥 − 1 
 
Por ejemplo, para 𝑚𝑚 = 1: 

𝑥𝑥1 =
1 + √5

2
=  �1 + �1 + √1 + ⋯  = 1 +

1

1 + 1
1 + 1

1 + ⋯

 

 
La recurrencia 

𝑦𝑦𝑛𝑛+1 = 𝑦𝑦𝑛𝑛 +
1 + 𝑦𝑦𝑛𝑛 − 𝑦𝑦𝑛𝑛2

𝑦𝑦𝑛𝑛
 ,𝑦𝑦1 = 1 

 
Produce la sucesión 

{𝑦𝑦𝑛𝑛} = �1,2,
3
2

,
5
3

,
8
5

,
13
8

,
21
13

,
34
21

, … � , lim
𝑛𝑛→∞

𝑦𝑦𝑛𝑛 = 𝑥𝑥1 

Y la serie 

𝑥𝑥1 = 𝑦𝑦1 + �𝑦𝑦𝑛𝑛+1 − 𝑦𝑦𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1

= 2 −
1
2

+
1
6
−

1
15

+
1

40
−

1
104

+ ⋯ 

La recurrencia 

𝑦𝑦𝑛𝑛+1 = 𝑦𝑦𝑛𝑛 +
1 + 𝑦𝑦𝑛𝑛 − 𝑦𝑦𝑛𝑛2

1 + 𝑦𝑦𝑛𝑛
 ,𝑦𝑦1 = 1 



 
2 

Produce la sucesión 

{𝑦𝑦𝑛𝑛} = �1,
3
2

,
8
5

,
21
13

,
55
34

,
144
89

,
377
233

, … � , lim
𝑛𝑛→∞

𝑦𝑦𝑛𝑛 = 𝑥𝑥1 

Y la serie 

𝑥𝑥1 = 𝑦𝑦1 + �𝑦𝑦𝑛𝑛+1 − 𝑦𝑦𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1

= 1 +
1
2

+
1

10
+

1
65

+
1

442
+

1
3026

+ ⋯ 

 
Para 𝑚𝑚 = 2 , se tiene 

𝑥𝑥2 =   �
1
2

+
1
6

 �
23
3

3

 +  �
1
2
−

1
6

 �
23
3

3

 

 

𝑥𝑥2 = �1 + �1 + √1 + ⋯333

=

⎷
⃓⃓
⃓⃓
⃓⃓
⃓⃓
�⃓

1
2

+
1
2
⎷
⃓⃓
⃓⃓
⃓⃓
⃓⃓
�⃓

1 + 4�
1
2

+
1
2
�1 + 4�

1
2

+ ⋯ 

 

𝑥𝑥2 = 𝑅𝑅𝑅𝑅

⎝

⎜
⎛

(1 − 𝑖𝑖)  �2 − 2𝑖𝑖 + 2𝑖𝑖 �2 − 2𝑖𝑖 + 2𝑖𝑖 √2 − 2𝑖𝑖 + ⋯333

⎠

⎟
⎞

 

Para 𝑚𝑚 = 3 , se tiene 

𝑥𝑥3 =  �1 + �1 + √1 + ⋯444

=   

⎷
⃓⃓
⃓⃓
⃓⃓
⃓⃓
�⃓

1
2

+
1
2

 �1 + 4 �1 +  �
1
2

+
1
2

 �1 + 4√1 + ⋯
3

3

 

 

𝑥𝑥3 =
1
2
�√𝑢𝑢 + �2�4 + 𝑢𝑢2 − 𝑢𝑢�  ,𝑢𝑢 =  �

1
2

+
1
6
�283

3

3

 +  �
1
2
−

1
6
�283

3

3

 

 
Una recurrencia de convergencia rápida para 𝑥𝑥3 es 

 

𝑦𝑦𝑛𝑛+1 = 𝑦𝑦𝑛𝑛 −
𝑦𝑦𝑛𝑛4 − 𝑦𝑦𝑛𝑛 − 1

4𝑦𝑦𝑛𝑛3 − 1
−

6𝑦𝑦𝑛𝑛2

4𝑦𝑦𝑛𝑛3 − 1
�
𝑦𝑦𝑛𝑛4 − 𝑦𝑦𝑛𝑛 − 1

4𝑦𝑦𝑛𝑛3 − 1
�

2

 , 𝑦𝑦1 = 1 

 
𝑥𝑥3 = lim

𝑛𝑛→∞
𝑦𝑦𝑛𝑛  

 
Para 𝑚𝑚 = 4 , se tiene 
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𝑥𝑥4 = lim
𝑛𝑛→∞

�𝑝𝑝𝑛𝑛8−�5𝑛𝑛−1−1� 4⁄ � 

donde 
𝑝𝑝𝑛𝑛+1 = −𝑝𝑝𝑛𝑛5 + 9 𝑝𝑝𝑛𝑛85𝑛𝑛−1−1 + 8(5𝑛𝑛−5) 4⁄  ,𝑝𝑝1 = 1 

 
A continuación se muestran algunos resultados que involucran los números 𝑥𝑥𝑚𝑚  ,𝑚𝑚 ∈ ℕ . 

 
 

 
 
1.    Fórmulas 
 
1.1.   Para 𝑚𝑚 ∈ ℕ , sea 𝑎𝑎𝑛𝑛 = 𝑎𝑎𝑛𝑛(𝑚𝑚),𝑛𝑛 ∈ ℕ , la sucesión definida por: 
 

𝑎𝑎𝑛𝑛+𝑚𝑚+1 = 𝑎𝑎𝑛𝑛+1 + 𝑎𝑎𝑛𝑛   , 𝑎𝑎1 = 𝑎𝑎2 = ⋯ = 𝑎𝑎𝑚𝑚+1 = 1 
 
entonces 

lim
𝑛𝑛→∞

𝑎𝑎𝑛𝑛+1

𝑎𝑎𝑛𝑛
=   �1 + �1 + √1 + ⋯𝑚𝑚+1𝑚𝑚+1𝑚𝑚+1

 

 
Ejemplo 1: 𝑚𝑚 = 1 

𝑎𝑎𝑛𝑛+2 = 𝑎𝑎𝑛𝑛+1 + 𝑎𝑎𝑛𝑛  ,𝑎𝑎1 = 𝑎𝑎2 = 1 
 

{𝑎𝑎𝑛𝑛 ∶ 𝑛𝑛 ∈ ℕ} = {1,1,2,3,5,8,13, … } 
 

lim
𝑛𝑛→∞

𝑎𝑎𝑛𝑛+1

𝑎𝑎𝑛𝑛
= 𝑥𝑥1 =   �1 + �1 + √1 + ⋯222

 

 
Ejemplo 2: 𝑚𝑚 = 2 

𝑎𝑎𝑛𝑛+3 = 𝑎𝑎𝑛𝑛+1 + 𝑎𝑎𝑛𝑛  ,𝑎𝑎1 = 𝑎𝑎2 = 𝑎𝑎3 = 1 
 

{𝑎𝑎𝑛𝑛 ∶ 𝑛𝑛 ∈ ℕ} = {1,1,1,2,2,3,4,5,7,9, … } 
 

lim
𝑛𝑛→∞

𝑎𝑎𝑛𝑛+1

𝑎𝑎𝑛𝑛
= 𝑥𝑥2 =   �1 + �1 + √1 + ⋯333

 

Ejemplo 3: 𝑚𝑚 = 3 
𝑎𝑎𝑛𝑛+4 = 𝑎𝑎𝑛𝑛+1 + 𝑎𝑎𝑛𝑛  ,𝑎𝑎1 = 𝑎𝑎2 = 𝑎𝑎3 = 𝑎𝑎4 = 1 

 
{𝑎𝑎𝑛𝑛 ∶ 𝑛𝑛 ∈ ℕ} = {1,1,1,1,2,2,2,3,4,4,5,7,8,9, … } 
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lim
𝑛𝑛→∞

𝑎𝑎𝑛𝑛+1

𝑎𝑎𝑛𝑛
= 𝑥𝑥3 =   �1 + �1 + √1 + ⋯444

 

 
1.2.    Para 𝑚𝑚 ∈ ℕ  , sea  𝑦𝑦𝑛𝑛 = 𝑦𝑦𝑛𝑛(𝑚𝑚),𝑛𝑛 ∈ ℕ , la sucesión definida por: 

𝑦𝑦𝑛𝑛+1 =
𝑚𝑚 𝑦𝑦𝑛𝑛𝑚𝑚+1 + 1

(𝑚𝑚 + 1) 𝑦𝑦𝑛𝑛𝑚𝑚 − 1
  ,𝑦𝑦1 = 1 

entonces 

lim
𝑛𝑛→∞

𝑦𝑦𝑛𝑛 = 𝑥𝑥𝑚𝑚 =   �1 + �1 + √1 + ⋯𝑚𝑚+1𝑚𝑚+1𝑚𝑚+1

 

 
Ejemplo 4 : 𝑚𝑚 = 1 

𝑦𝑦𝑛𝑛+1 =
𝑦𝑦𝑛𝑛2 + 1

2𝑦𝑦𝑛𝑛 − 1
 , 𝑦𝑦1 = 1 

 

{𝑦𝑦𝑛𝑛 ∶ 𝑛𝑛 ∈ 𝑁𝑁} = {1,2,
5
3

,
34
21

,
1597
987

,
3524578
2178309

, … } 

 
lim
𝑛𝑛→∞

𝑦𝑦𝑛𝑛 = 𝑥𝑥1 

 
1.3.    Para 𝑚𝑚 ∈ ℕ , sea 𝑧𝑧𝑛𝑛 = 𝑧𝑧𝑛𝑛(𝑚𝑚),𝑛𝑛 ∈ ℕ , la sucesión definida por: 

𝑧𝑧𝑛𝑛+1 = �1 + 𝑧𝑧𝑛𝑛
𝑚𝑚+1   , 𝑧𝑧1 = 1 

 
entonces 

� �𝑧𝑧𝑛𝑛−𝑚𝑚−1 + 𝑧𝑧𝑛𝑛−𝑚𝑚
𝑚𝑚+1

∞

𝑛𝑛=1

 = 𝑥𝑥𝑚𝑚−1 =   �1 + �1 + √1 + ⋯𝑚𝑚+1𝑚𝑚+1𝑚𝑚+1

 

 
Ejemplo 5: 𝑚𝑚 = 2 

𝑥𝑥2 = ��𝑧𝑧𝑛𝑛−3 + 𝑧𝑧𝑛𝑛−23
∞

𝑛𝑛=1

 

 

𝑥𝑥2 = √23 ∙ �2−1 + 2−2 3⁄3 ∙ �(1 + 21 3⁄ )−1 + (1 + 21 3⁄ )−2 3⁄3
∙∙∙∙ 

 
1.4.    Para 𝑚𝑚 ∈ ℕ , se tiene: 

 
1 < 𝑥𝑥𝑚𝑚+1 < 𝑥𝑥𝑚𝑚  

 
lim
𝑚𝑚→∞

𝑥𝑥𝑚𝑚 = 1 
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𝑥𝑥𝑚𝑚  ~ 
(2𝑚𝑚 + 1)21 (𝑚𝑚+1)⁄

2(𝑚𝑚 + 1) − 21 (𝑚𝑚+1)⁄  

 

𝑥𝑥𝑚𝑚  ~ 1 +
2(𝑚𝑚 + 1)
𝑚𝑚21 (𝑚𝑚+1)⁄ �21 (𝑚𝑚+1)⁄ − 2(𝑚𝑚 + 1)

+ �(2𝑚𝑚 + 2 − 21 (𝑚𝑚+1)⁄ )2 + 2𝑚𝑚21 (𝑚𝑚+1)⁄ (21 (𝑚𝑚+1)⁄ − 1)� 

 
1.5.    Para 𝑚𝑚 ∈ ℕ , sea 𝛼𝛼𝑚𝑚  , una aproximación inicial de 𝑥𝑥𝑚𝑚  , y sea 𝛽𝛽𝑚𝑚  definido por: 

 

𝛽𝛽𝑚𝑚 = (1 + 𝛼𝛼𝑚𝑚)1 (𝑚𝑚+1)⁄ (𝑚𝑚 + 1)(1 + 𝛼𝛼𝑚𝑚 ) − 𝛼𝛼𝑚𝑚
(𝑚𝑚 + 1)(1 + 𝛼𝛼𝑚𝑚 ) − (1 + 𝛼𝛼𝑚𝑚 )1 (𝑚𝑚+1)⁄  

 
entonces 

|𝑥𝑥𝑚𝑚 − 𝛽𝛽𝑚𝑚 | < |𝑥𝑥𝑚𝑚 − 𝛼𝛼𝑚𝑚 | 
 
 

1.6.    Sea  𝑚𝑚 ∈ ℕ y  𝑘𝑘 ∈ ℕ ∪ {0} , entonces: 
 

𝑥𝑥𝑚𝑚𝑘𝑘 = 𝑎𝑎0,𝑘𝑘 + 𝑎𝑎1,𝑘𝑘  𝑥𝑥𝑚𝑚 + 𝑎𝑎2,𝑘𝑘  𝑥𝑥𝑚𝑚2 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑚𝑚 ,𝑘𝑘  𝑥𝑥𝑚𝑚𝑚𝑚  
donde 

𝑎𝑎0,0 = 1 ,𝑎𝑎1,0 = 𝑎𝑎2,0 = ⋯ = 𝑎𝑎𝑚𝑚 ,0 = 0 
𝑎𝑎0,𝑘𝑘+1 = 𝑎𝑎𝑚𝑚 ,𝑘𝑘  

𝑎𝑎1,𝑘𝑘+1 = 𝑎𝑎0,𝑘𝑘 + 𝑎𝑎𝑚𝑚 ,𝑘𝑘  
𝑎𝑎2,𝑘𝑘+1 = 𝑎𝑎1,𝑘𝑘  
𝑎𝑎3,𝑘𝑘+1 = 𝑎𝑎2,𝑘𝑘  

……………………. 
𝑎𝑎𝑚𝑚 ,𝑘𝑘+1 = 𝑎𝑎𝑚𝑚−1,𝑘𝑘  

 
1.7.    Sea  𝑚𝑚,𝑛𝑛 ∈ ℕ , sea  𝑧𝑧𝑛𝑛 = 𝑧𝑧𝑛𝑛(𝑚𝑚) la sucesión definida en (1.3) , entonces: 

 
1 < 𝑧𝑧𝑛𝑛(𝑚𝑚) < 𝑧𝑧𝑛𝑛+1(𝑚𝑚) < 𝑥𝑥𝑚𝑚  

0 < 𝑥𝑥𝑚𝑚 − 𝑧𝑧𝑛𝑛+1(𝑚𝑚) < 𝑥𝑥𝑚𝑚 − 𝑧𝑧𝑛𝑛(𝑚𝑚) 
lim
𝑛𝑛→∞

𝑧𝑧𝑛𝑛 (𝑚𝑚) = 𝑥𝑥𝑚𝑚  

 
1.8.    Sea  𝑚𝑚,𝑛𝑛 ∈ ℕ , sea 𝑧𝑧𝑛𝑛 = 𝑧𝑧𝑛𝑛(𝑚𝑚) la sucesión definida en (1.3) , entonces: 

 

0 < 𝑥𝑥𝑚𝑚 − 𝑧𝑧𝑛𝑛(𝑚𝑚) ≤ �
2−𝑚𝑚 (𝑚𝑚+1)⁄

𝑚𝑚 + 1
�
𝑛𝑛−1

(𝑥𝑥𝑚𝑚 − 1) 

 
Ejemplo 6: 𝑚𝑚 = 2 
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𝑧𝑧1(2) = 1, 𝑧𝑧2(2) = √23 , 𝑧𝑧3(2) = �1 + √233
  , 𝑧𝑧4(2) = �1 + �1 + √2333

  , … 

 

𝑥𝑥2 = 1.324717 …  ⇒ 0 < 𝑥𝑥2 − 1 <
13
40

   

 

0 < 𝑥𝑥2 − 𝑧𝑧𝑛𝑛(2) ≤
13
40

�
2−2 3⁄

3
�
𝑛𝑛−1

   ,𝑛𝑛 ∈ ℕ 

 
1.9.    Sea 𝑚𝑚 ∈ ℕ , y 𝑧𝑧𝑛𝑛 = 𝑧𝑧𝑛𝑛(𝑚𝑚) la sucesión definida en (1.3) , entonces: 

 

𝜋𝜋
4

= tan−1 � �1 + �1 + √1 + ⋯𝑚𝑚+1𝑚𝑚+1𝑚𝑚+1

� −� tan−1 �
𝑧𝑧𝑘𝑘+1(𝑚𝑚) − 𝑧𝑧𝑘𝑘(𝑚𝑚)

1 + 𝑧𝑧𝑘𝑘(𝑚𝑚) 𝑧𝑧𝑘𝑘+1(𝑚𝑚)�
∞

𝑘𝑘=1

 

Ejemplo 7: 𝑚𝑚 = 1 
 

𝜋𝜋
4

= tan−1 ��1 + �1 + √1 + ⋯222

� − tan−1 �
√22 − 1
1 + √22 � − tan−1 �

�1 + √222
− √22

1 + √2 2  �1 + √222 � −… 

 
1.10. Sea 𝑚𝑚 ∈ ℕ , entonces 

 

𝜋𝜋 =
1
2𝑖𝑖

 �
𝑧𝑧𝑚𝑚+1 − 𝑧𝑧
𝑧𝑧 − 𝑥𝑥𝑚𝑚

 𝑑𝑑𝑧𝑧 =
1
2

 �
�1 + 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖 �𝑚𝑚+1 − �1 + 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖 �

1 + 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑥𝑥𝑚𝑚

2𝜋𝜋

0

 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖𝑑𝑑𝑖𝑖 

 
Donde la integral de línea se cálcula sobre la curva C: 𝑧𝑧 = 1 + 𝑅𝑅𝑖𝑖𝑖𝑖  , 0 ≤ 𝑖𝑖 ≤ 2𝜋𝜋  

 
1.11. Sea 𝑚𝑚 ∈ ℕ , y  𝑤𝑤𝑛𝑛 = 𝑤𝑤𝑛𝑛(𝑚𝑚) ,𝑛𝑛 ∈ ℕ , la sucesión definida por: 

 

𝑤𝑤𝑛𝑛 =   �1 +
1
𝑤𝑤𝑛𝑛

𝑚𝑚
    ,𝑤𝑤1 = 1  

entonces 
𝑤𝑤2𝑛𝑛−1 < 𝑥𝑥𝑚𝑚 < 𝑤𝑤2𝑛𝑛  

 
lim
𝑛𝑛→∞

𝑤𝑤𝑛𝑛 = 𝑥𝑥𝑚𝑚  

 

1.12. Sean 𝑚𝑚,𝑝𝑝, 𝑞𝑞 ∈ ℕ , tales que 𝑥𝑥𝑚𝑚 < 1
𝑞𝑞

 �2 𝑝𝑝𝑚𝑚 − 𝑞𝑞𝑚𝑚

𝑚𝑚+1

𝑚𝑚
  , sea 𝑦𝑦𝑛𝑛 = 𝑦𝑦𝑛𝑛(𝑚𝑚) ,𝑛𝑛 ∈ ℕ , la sucesión 

definida por: 
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𝑦𝑦𝑛𝑛+1 =
𝑞𝑞𝑚𝑚+1 + 𝑝𝑝 𝑞𝑞𝑚𝑚 + (𝑚𝑚 + 1) 𝑝𝑝𝑚𝑚  𝑦𝑦𝑛𝑛 − (𝑝𝑝 + 𝑞𝑞 𝑦𝑦𝑛𝑛)𝑚𝑚+1

(𝑚𝑚 + 1) 𝑝𝑝𝑚𝑚  𝑞𝑞 − 𝑞𝑞𝑚𝑚+1   ,𝑦𝑦1 = 0 

entonces 

lim
𝑛𝑛→∞

𝑦𝑦𝑛𝑛 = 𝑥𝑥𝑚𝑚 −
𝑝𝑝
𝑞𝑞

 

 
Observación. Los números 𝑝𝑝, 𝑞𝑞 ∈ ℕ , se eligen de manera que 𝑝𝑝

𝑞𝑞
~𝑥𝑥𝑚𝑚  . 

 
Ejemplo 8: 𝑚𝑚 = 1 

𝑥𝑥1 =
1 + √5

2
= �1 + �1 + √1 + ⋯ 

 
Con 𝑝𝑝 = 8, 𝑞𝑞 = 5 , se tiene: 

𝑦𝑦𝑛𝑛+1 =
65 + 80 𝑦𝑦𝑛𝑛 − (8 + 5 𝑦𝑦𝑛𝑛)2

55
  , 𝑦𝑦1 = 0 

 
{𝑦𝑦𝑛𝑛} = {0,0.0181818 … ,0.0180315 … ,0.0180340 … ,0.0180339 … ,0.0180339 … , … } 

 

𝑥𝑥1 =
8
5

+ lim
𝑛𝑛→∞

𝑦𝑦𝑛𝑛  

 
 

1.13. Series para 𝑥𝑥𝑚𝑚   , 𝑚𝑚 ∈ ℕ 
 

Inversión de Series:   

𝑢𝑢 = �𝑐𝑐𝑛𝑛  𝑦𝑦𝑛𝑛
∞

𝑛𝑛=1

    ⇒    𝑦𝑦 = �𝑎𝑎𝑛𝑛  𝑢𝑢𝑛𝑛
∞

𝑛𝑛=1

   

donde 
𝑎𝑎1 = 1 𝑐𝑐1⁄    
𝑎𝑎2 = −𝑐𝑐2 𝑐𝑐1

3⁄  
𝑎𝑎3 = (2𝑐𝑐2

2 − 𝑐𝑐1𝑐𝑐3) 𝑐𝑐1
5⁄  

𝑎𝑎4 = (5𝑐𝑐1𝑐𝑐2𝑐𝑐3 − 5𝑐𝑐2
3 − 𝑐𝑐1

2𝑐𝑐4) 𝑐𝑐1
7⁄  

𝑎𝑎5 = (6𝑐𝑐1
2𝑐𝑐2𝑐𝑐4 + 3𝑐𝑐1

2𝑐𝑐3
2 − 𝑐𝑐1

3𝑐𝑐5 + 14𝑐𝑐2
4 − 21𝑐𝑐1𝑐𝑐2

2𝑐𝑐3) 𝑐𝑐1
9⁄  

…………………………………………….. 
Sea 𝑚𝑚 ∈ ℕ , sean 𝑝𝑝, 𝑞𝑞 ∈ ℕ , tales que  𝑝𝑝

𝑞𝑞
~𝑥𝑥𝑚𝑚  , poniendo  𝑥𝑥𝑚𝑚 = 𝑝𝑝

𝑞𝑞
+ 𝑦𝑦𝑚𝑚  , en la ecuación  𝑥𝑥𝑚𝑚𝑚𝑚+1 −

𝑥𝑥 − 1 = 0 , se obtiene la siguiente ecuación en 𝑦𝑦𝑚𝑚  : 
 

𝑞𝑞𝑚𝑚(𝑝𝑝 + 𝑞𝑞) − 𝑝𝑝𝑚𝑚+1 = �(𝑚𝑚 + 1) 𝑝𝑝𝑚𝑚  𝑞𝑞 − 𝑞𝑞𝑚𝑚+1� 𝑦𝑦𝑚𝑚 + � �𝑚𝑚 + 1
𝑘𝑘 �

𝑚𝑚+1

𝑘𝑘=2

𝑝𝑝𝑚𝑚+1−𝑘𝑘  𝑞𝑞𝑘𝑘  𝑦𝑦𝑚𝑚𝑘𝑘  

 
poniendo 
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𝑢𝑢 = 𝑞𝑞𝑚𝑚  (𝑝𝑝 + 𝑞𝑞) − 𝑝𝑝𝑚𝑚+1 
𝑐𝑐1 = (𝑚𝑚 + 1) 𝑝𝑝𝑚𝑚  𝑞𝑞 − 𝑞𝑞𝑚𝑚+1 

𝑐𝑐𝑛𝑛 = �𝑚𝑚 + 1
𝑛𝑛 � 𝑝𝑝𝑚𝑚+1−𝑛𝑛  𝑞𝑞𝑛𝑛      ,𝑛𝑛 = 2 …𝑚𝑚 + 1 

𝑐𝑐𝑛𝑛 = 0 ,𝑛𝑛 ≥ 𝑚𝑚 + 2 
 

Y aplicando el proceso de inversión de series  se obtiene una serie para 𝑦𝑦𝑚𝑚   , y por lo tanto una serie 
para 𝑥𝑥𝑚𝑚  : 

 

𝑥𝑥𝑚𝑚 =
𝑝𝑝
𝑞𝑞

+ 𝑦𝑦𝑚𝑚 =
𝑝𝑝
𝑞𝑞

+ �𝑎𝑎𝑛𝑛  𝑢𝑢𝑛𝑛
∞

𝑛𝑛=1

 

Ejemplo 9: 𝑚𝑚 = 1 

𝑥𝑥1 =
1 + √5

2
= �1 + �1 + √1 + ⋯ 

 

𝑝𝑝 = 8, 𝑞𝑞 = 5,
𝑝𝑝
𝑞𝑞

~𝑥𝑥1 

la ecuación en 𝑦𝑦1 es: 
55 𝑦𝑦1 + 25 𝑦𝑦1

2 = 1 
 

𝑢𝑢 = 1, 𝑐𝑐1 = 55, 𝑐𝑐2 = 25, 𝑐𝑐𝑛𝑛 = 0,𝑛𝑛 ≥ 3 
 

𝑥𝑥1 =
8
5

+
1

55
−

25
553 +

2 ∙ 252

555 −
5 ∙ 253

557 +
14 ∙ 254

559 + ⋯ 

 
 

1.14. Series alternativas para 𝑥𝑥𝑚𝑚  ,𝑚𝑚 ∈ ℕ 
 

𝑥𝑥𝑚𝑚𝑚𝑚+1 − 𝑥𝑥𝑚𝑚 − 1 = 0 ⇒ 1 = 𝑥𝑥𝑚𝑚−𝑚𝑚 + 𝑥𝑥𝑚𝑚−𝑚𝑚−1 
 

Poniendo 𝑥𝑥𝑚𝑚 = 1 + 𝑦𝑦𝑚𝑚  , se tiene 
1 = (1 + 𝑦𝑦𝑚𝑚 )−𝑚𝑚 + (1 + 𝑦𝑦𝑚𝑚 )−𝑚𝑚−1 

 
Desarrollando en series se tiene 

1 = �(−1)𝑛𝑛−1
∞

𝑛𝑛=1

��𝑚𝑚 + 𝑛𝑛 − 1
𝑛𝑛 � + �𝑚𝑚 + 𝑛𝑛

𝑛𝑛 �� 𝑦𝑦𝑚𝑚𝑛𝑛  

Aplicando el proceso de inversión de series , con  

𝑢𝑢 = 1, 𝑐𝑐𝑛𝑛 = (−1)𝑛𝑛−1 ��𝑚𝑚 + 𝑛𝑛 − 1
𝑛𝑛 � + �𝑚𝑚 + 𝑛𝑛

𝑛𝑛 �� ,𝑛𝑛 ∈ ℕ 

Se obtienen series para 𝑥𝑥𝑚𝑚  , de la forma 

𝑥𝑥𝑚𝑚 = 1 + �𝑎𝑎𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=1
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Ejemplo 10: 𝑚𝑚 = 1,𝑚𝑚 = 2,𝑚𝑚 = 3 

𝑥𝑥1 = 1 +
1
3

+
4

33 +
17
35 +

74
37 + ⋯ 

𝑥𝑥2 = 1 +
1
5

+
9

53 +
92
55 +

995
57 + ⋯ 

𝑥𝑥3 = 1 +
1
7

+
16
73 +

302
75 +

6130
77 + ⋯ 

 
 

1.15. Para 𝑚𝑚 ∈ ℕ , se tiene 
√2𝑚𝑚+1 < 𝑥𝑥𝑚𝑚 < √2𝑚𝑚  

 
1.16. Para 𝑚𝑚 ∈ ℕ , se tiene 

ln 2 = �
(−1)𝑛𝑛−1

𝑛𝑛 2𝑛𝑛
(2𝑛𝑛(𝑚𝑚 + 1) − 1)

∞

𝑛𝑛=1

(𝑥𝑥𝑚𝑚 − 1)𝑛𝑛  

 
1.17. Para 𝑚𝑚 ∈ ℕ , se tiene 

𝑅𝑅 = ���𝑘𝑘𝑛𝑛� 
∞

𝑘𝑘=𝑛𝑛

∞

𝑛𝑛=0

1
𝑘𝑘!

 𝑥𝑥𝑚𝑚
−(𝑚𝑚  𝑘𝑘+𝑛𝑛) 

 
1.18. Para 𝑚𝑚 ∈ ℕ , sea 𝑦𝑦𝑛𝑛 = 𝑦𝑦𝑛𝑛(𝑚𝑚) ,𝑛𝑛 ∈ ℕ , la sucesión definida por: 

𝑦𝑦𝑛𝑛+1 = 1 +
𝑦𝑦𝑛𝑛

1 + 𝑦𝑦𝑛𝑛 + 𝑦𝑦𝑛𝑛2 + ⋯+ 𝑦𝑦𝑛𝑛𝑚𝑚
 ,𝑦𝑦1 = 1 

𝑦𝑦𝑛𝑛+1 = 1 +
𝑦𝑦𝑛𝑛(𝑦𝑦𝑛𝑛 − 1)
𝑦𝑦𝑛𝑛𝑚𝑚+1 − 1

 , 𝑦𝑦1 = 1, 𝑦𝑦2 = 1 +
1

𝑚𝑚 + 1
 

entonces 
lim
𝑛𝑛→∞

𝑦𝑦𝑛𝑛 = 𝑥𝑥𝑚𝑚  

 
1.19. Para 𝑚𝑚 ∈ ℕ , se tiene 

2 𝜋𝜋 𝑥𝑥𝑚𝑚 = �
(𝑚𝑚 + 1) �3

2 + 𝑅𝑅𝑖𝑖 𝑥𝑥�
𝑚𝑚+1

− �3
2 + 𝑅𝑅𝑖𝑖 𝑥𝑥�

�3
2 + 𝑅𝑅𝑖𝑖 𝑥𝑥�

𝑚𝑚+1
− �3

2 + 𝑅𝑅𝑖𝑖 𝑥𝑥� − 1
𝑅𝑅𝑖𝑖 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑥𝑥

2𝜋𝜋

0

 

 
1.20. Para 𝑚𝑚 ∈ ℕ y 𝑘𝑘 ∈ ℕ ∪ {0} , se tiene 

𝑥𝑥𝑚𝑚−𝑘𝑘 = 𝑎𝑎0,𝑘𝑘 + 𝑎𝑎1,𝑘𝑘𝑥𝑥𝑚𝑚−1 + 𝑎𝑎2,𝑘𝑘𝑥𝑥𝑚𝑚−2 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑚𝑚 ,𝑘𝑘𝑥𝑥𝑚𝑚−𝑚𝑚  
donde 

𝑎𝑎0,0 = 1,𝑎𝑎1,0 = 𝑎𝑎2,0 = ⋯ = 𝑎𝑎𝑚𝑚 ,0 = 0 
𝑎𝑎0,𝑘𝑘+1 = 𝑎𝑎𝑚𝑚 ,𝑘𝑘  
𝑎𝑎1,𝑘𝑘+1 = 𝑎𝑎0,𝑘𝑘  
𝑎𝑎2,𝑘𝑘+1 = 𝑎𝑎1,𝑘𝑘  
𝑎𝑎3,𝑘𝑘+1 = 𝑎𝑎2,𝑘𝑘  

…………………….. 
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𝑎𝑎𝑚𝑚 ,𝑘𝑘+1 = 𝑎𝑎𝑚𝑚−1,𝑘𝑘 − 𝑎𝑎𝑚𝑚 ,𝑘𝑘  
 

1.21. Para 𝑚𝑚 ∈ ℕ y 𝑘𝑘 ∈ ℕ ∪ {0} , se tiene 
𝑥𝑥𝑚𝑚−𝑘𝑘 = 𝑎𝑎0,𝑘𝑘 + 𝑎𝑎1,𝑘𝑘𝑥𝑥𝑚𝑚 + 𝑎𝑎2,𝑘𝑘𝑥𝑥𝑚𝑚2 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑚𝑚 ,𝑘𝑘𝑥𝑥𝑚𝑚𝑚𝑚  

donde 
𝑎𝑎0,0 = 1,𝑎𝑎1,0 = 𝑎𝑎2,0 = ⋯ = 𝑎𝑎𝑚𝑚 ,0 = 0 

𝑎𝑎0,𝑘𝑘+1 = −𝑎𝑎0,𝑘𝑘 + 𝑎𝑎1,𝑘𝑘  
𝑎𝑎1,𝑘𝑘+1 = 𝑎𝑎2,𝑘𝑘  
𝑎𝑎2,𝑘𝑘+1 = 𝑎𝑎3,𝑘𝑘  

…………………….. 
𝑎𝑎𝑚𝑚−1,𝑘𝑘+1 = 𝑎𝑎𝑚𝑚 ,𝑘𝑘  
𝑎𝑎𝑚𝑚 ,𝑘𝑘+1 = 𝑎𝑎0,𝑘𝑘  

 
1.22. Para 𝑚𝑚 ∈ ℕ y 𝑘𝑘 ∈ ℕ ∪ {0} , se tiene 

𝑥𝑥𝑚𝑚𝑘𝑘 = 𝑎𝑎0,𝑘𝑘 + 𝑎𝑎1,𝑘𝑘𝑥𝑥𝑚𝑚−1 + 𝑎𝑎2,𝑘𝑘𝑥𝑥𝑚𝑚−2 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑚𝑚 ,𝑘𝑘𝑥𝑥𝑚𝑚−𝑚𝑚−1 
donde 

𝑎𝑎0,0 = 1,𝑎𝑎1,0 = 𝑎𝑎2,0 = ⋯ = 𝑎𝑎𝑚𝑚 ,0 = 0 
𝑎𝑎0,𝑘𝑘+1 = 0 
𝑎𝑎1,𝑘𝑘+1 = 𝑎𝑎2,𝑘𝑘  
𝑎𝑎2,𝑘𝑘+1 = 𝑎𝑎3,𝑘𝑘  

…………………………… 
𝑎𝑎𝑚𝑚−2,𝑘𝑘+1 = 𝑎𝑎𝑚𝑚−1,𝑘𝑘+1 + 𝑎𝑎0,𝑘𝑘  
𝑎𝑎𝑚𝑚−1,𝑘𝑘+1 = 𝑎𝑎𝑚𝑚 ,𝑘𝑘 + 𝑎𝑎0,𝑘𝑘 + 𝑎𝑎1,𝑘𝑘  

𝑎𝑎𝑚𝑚 ,𝑘𝑘+1 = 𝑎𝑎1,𝑘𝑘  
 

1.23. Para 𝑚𝑚 ∈ ℕ , sea 𝑝𝑝𝑛𝑛 = 𝑝𝑝𝑛𝑛(𝑚𝑚) ,𝑛𝑛 ∈ ℕ  , la sucesión definida por 
𝑝𝑝𝑛𝑛+1 = (𝑚𝑚 + 1)�(𝑚𝑚+1)𝑛𝑛−(𝑚𝑚+1)� 𝑚𝑚⁄ + (𝑚𝑚 + 2)(𝑚𝑚 + 1)(𝑚𝑚+1)𝑛𝑛−1−1𝑝𝑝𝑛𝑛 − 𝑝𝑝𝑛𝑛𝑚𝑚+1  ,𝑝𝑝1 = 1 

entonces 
𝑥𝑥𝑚𝑚 = lim

𝑛𝑛→∞
�𝑝𝑝𝑛𝑛(𝑚𝑚 + 1)−�(𝑚𝑚+1)𝑛𝑛−1−1� 𝑚𝑚⁄ � 

 
1.24. Para 𝑚𝑚 ∈ ℕ , se tiene 

𝑥𝑥𝑚𝑚
1 + 𝑥𝑥𝑚𝑚

~ 
1
2

+
1

6𝑚𝑚 + 2
−

3𝑚𝑚 −𝑚𝑚2

4(3𝑚𝑚 + 1)3 

 
1.25. Para 𝑚𝑚 ∈ ℕ , sea 𝑦𝑦𝑛𝑛 = 𝑦𝑦𝑛𝑛(𝑚𝑚),𝑛𝑛 ∈ ℕ , la sucesión definida por 

𝑦𝑦𝑛𝑛+1 =
(3𝑚𝑚 + 1)𝑦𝑦𝑛𝑛 − 2𝑚𝑚𝑦𝑦𝑛𝑛𝑚𝑚+1 + 2𝑚𝑚 (1 − 𝑦𝑦𝑛𝑛)𝑚𝑚

3𝑚𝑚 + 1
 , 𝑦𝑦1 =

1
2

 

entonces 
𝑥𝑥𝑚𝑚

1 + 𝑥𝑥𝑚𝑚
= lim

𝑛𝑛→∞
𝑦𝑦𝑛𝑛  

 
1.26. Para 𝑚𝑚 ∈ ℕ , se tiene 
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ln 2
𝑚𝑚 + 1

< ln 𝑥𝑥𝑚𝑚 <
ln 2
𝑚𝑚 + 1

+
𝑥𝑥𝑚𝑚 − 1
2𝑚𝑚 + 2

 

 
1.27. Para 𝑚𝑚 ∈ ℕ , sea 𝑦𝑦𝑛𝑛 = 𝑦𝑦𝑛𝑛(𝑚𝑚),𝑛𝑛 ∈ ℕ la sucesión definida por 

𝑦𝑦𝑛𝑛+1 = 1 +
1

𝑦𝑦𝑛𝑛 + 𝑦𝑦𝑛𝑛2 + 𝑦𝑦𝑛𝑛3 + ⋯+ 𝑦𝑦𝑛𝑛𝑚𝑚
 ,𝑦𝑦1 = 1 

𝑦𝑦𝑛𝑛+1 = 1 +
𝑦𝑦𝑛𝑛 − 1

𝑦𝑦𝑛𝑛𝑚𝑚+1 − 𝑦𝑦𝑛𝑛
 ,𝑦𝑦1 = 1,𝑦𝑦2 = 1 +

1
𝑚𝑚

 

entonces 
𝑥𝑥𝑚𝑚 = lim

𝑛𝑛→∞
𝑦𝑦𝑛𝑛  
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