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1 Introduction

Dans la comparaison des réseaux géodésiques, C. Fezzani [1] prévoit la méthode suivante :
Mercator modèle sphérique ⇒ Mercator Transverse UTM ⇒ Passage d’un ellipsoide à un autre ellipsoide

Le point de départ est deux calculs R1 et R2 d’un réseau géodésique qu’on considère au voi-
singe de l’equateur.

2 Comparaison en coordonnées Mercator

On considère que les coordonnées de R1 et R2 sont exprimées par la représentation plane
Mercator directe d’un modèle sphérique (de rayon a).

2.1 L’effet d’une rotation pure

Si on suppose que les calculs sont parfaits.Si R2 est obtenu par une rotation autour de l’axe des
pôles d’un angle Ω, alors nous avons les expressions suivantes en un point M :

(ϕ1,λ1)R1 =⇒

{
X1 = aλ1

Y1 = aL(ϕ1) = a.Logtg(π

4 +
ϕ1
2 )

(2.1)

et :

(ϕ2,λ2)R2 =⇒

{
X2 = aλ2

Y2 = aL(ϕ2) = a.Logtg(π

4 +
ϕ2
2 )

(2.2)

Or :

ϕ2 = ϕ1 (2.3)

λ2 = λ1 +Ω (2.4)

Posons :

z = X1 + iY1 (2.5)

Z = X2 + iY2 = aλ2 + iY2 = a(λ1 +Ω)+ iY1 = X1 + iY1 +aΩ (2.6)
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Alors, nous avons :
Z = z+aΩ (2.7)

La transformation (2.7) est une représentation conforme, donc conserve localement les figures donc
les angles sont conservés.

Ecrivons maintenant l’équation de Laplace :

PourR1 =⇒ Aza−Azg1 = (λa−λ1)sinϕ1 (2.8)

PourR2 =⇒ Aza−Azg2 = (λa−λ2)sinϕ2 (2.9)

où Aza est l’azimut astronomique observé au point M. Comme : ϕ1 = ϕ2, par différence des équa-
tions précédentes, on obtient :

Azg2−Azg1 = Ωsinϕ1 (2.10)

Donc, les azimuts géodésiques ne sont pas conservés lors d’une rotation autour de l’axe des pôles.

2.2 L’effet d’une translation tridimensionnelle

Pour un modèle sphérique, le point M a pour coordonnées :

M


X = acosϕcosλ

Y = acosϕsinλ

Z = asinϕ

(2.11)

Les coordonnées géodésiques (ϕ,λ ) dans (2.11) sont exprimées par :
tgλ =

Y
X

tgϕ =
Z√

X2 +Y 2

(2.12)

Une translation tridimensionnelle infinitésimale est exprimée par (dX ,dY,dZ). Exprimons dϕ

et dλ en fonction de dX ,dY et dZ. De (2.12), on a :

dλ =
XdY −Y dX

X2 +Y 2 =
acosϕcosλdY −acosϕsinλdX

a2cos2ϕ
=
−sinλ

acosϕ
dX +

cosλ

acosϕ
dY (2.13)

et :
dϕ

cos2ϕ
=

dZ√
X2 +Y 2

− Z
X2 +Y 2

XdX +Y dY√
X2 +Y 2

(2.14)

Utilisant (2.11), on obtient :

dϕ

cos2ϕ
=

dZ
acosϕ

− asinϕ

a2cos2ϕ

acosϕcosλdX +acosϕsinλdY
acosϕ

(2.15)

Soit :
dϕ

cosϕ
=

dZ
a
− tgϕcosλ

a
dX− tgϕsinλ

a
dY (2.16)
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Or l’équation (2.16) n’est autre que la différentielle de la latitude de Mercator L, d’où :

dL =
dϕ

cosϕ
=

dZ
a
− tgϕcosλ

a
dX− tgϕsinλ

a
dY (2.17)

Au voisinage du point central M0(ϕ = 0,λ = 0), on peut écrire au deuxième ordre de petitesse :

cosϕ = 1− ϕ2

2
(2.18)

sinλ = λ (2.19)

cosλ = 1− λ 2

2
(2.20)

L’expression de la latitude de Mercator L devient :

L = Logtg
(

π

4
+

ϕ

2

)
=
∫

ϕ

0

dϕ

cosϕ
=
∫

ϕ

0

dϕ

1− ϕ2

2

=
∫

ϕ

0
(1+

ϕ2

2
)dϕ = ϕ +

ϕ3

6
≈ ϕ (2.21)

Alors, les expressions (2.17) et (2.13) deviennent respectivement :

dL =
dZ
a
−

ϕ(1− λ 2

2 )

a
dX− ϕ.λ

a
dY

dL =
dZ
a
− dX

a
L− dY

a
L.λ (2.22)

et :

dλ =
−sinλ

acosϕ
dX +

cosλ

acosϕ
dY =

−λ (1+ L2

2 )

a
dX +

(1− λ 2

2 )(1+ L2

2 )

a
dY

En gardant les termes du 2ème ordre :

dλ =
−dX

a
λ +

dY
a

+
dY
2a

(L2−λ
2) (2.23)

Posons :

z = λ + iL (2.24)

Z = dλ + idL (2.25)

On utilise les équations (2.22) et (2.23), on obtient :

Z = dλ + idL =
−dX

a
λ +

dY
a

+
dY
2a

(L2−λ
2)+ i

(
dZ
a
− dX

a
L− dY

a
L.λ
)

(2.26)

Soit :
Z =

dY + idZ
a

− dX
a
(λ + iL)− dY

2a
(λ 2−L2 +2iλL)

ou :
Z =

dY + idZ
a

− dX
a
(λ + iL)− dY

2a
(λ + iL)2 (2.27)

Et en remplaçant λ + iL par z, (2.27) devient :

Z =
dY + idZ

a
− dX

a
z− dY

2a
z2 (2.28)

C’est la formule de Dufour-Fezzani [1],[2]. La transformation (2.28) est une fonction holomorphe
de z donc c’est une représentation conforme sous la forme d’un polynôme du second degré.
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3 Comparaison en coordonnées UTM

On considère que les coordonnées de R1 et R2 sont exprimées par la représentation UTM
d’un modèle ellipsoidique E(a,e) ; a et e sont respectivement le demi grand-axe et la première
excentricité.

Ecrivons maintenant l’équation de Laplace :

PourR1 =⇒ Aza−Azg1 = (λa−λ1)sinϕ1 (3.1)

PourR2 =⇒ Aza−Azg2 = (λa−λ2)sinϕ2 (3.2)

Comme : ϕ1 = ϕ2, par différence des équations précédentes, on obtient :

Azg2−Azg1 = Ωsinϕ1 (3.3)

Donc, les azimuts géodésiques ne sont pas conservés lors d’une rotation autour de l’axe des pôles.

3.1 L’Effet d’Une Translation Tridimensionnelle

Un point M du modèle ellipsoidique a pour coordonnées :

M


X = Ncosϕcosλ

Y = Ncosϕsinλ

Z = N(1− e2).sinϕ

(3.4)

avec :
N =

a√
1− e2sin2ϕ

(3.5)

Les coordonnées géodésiques (ϕ,λ ) dans (3.4) sont exprimées par :
tgλ =

Y
X

(1− e2)tgϕ =
Z√

X2 +Y 2

(3.6)

Une translation tridimensionnelle infinitésimale est exprimée par (dX ,dY,dZ). Exprimons dϕ et
dλ en fonction de dX ,dY et dZ. De (3.6), on a :

dλ =
XdY −Y dX

X2 +Y 2 =
NcosϕcosλdY −NcosϕsinλdX

N2cos2ϕ
=
−sinλ

Ncosϕ
dX +

cosλ

Ncosϕ
dY (3.7)

et :
(1− e2)

dϕ

cos2ϕ
=

dZ√
X2 +Y 2

− Z
X2 +Y 2

XdX +Y dY√
X2 +Y 2

(3.8)

Utilisant (3.4), on obtient après calculs :

(1− e2)dϕ =
cosϕdZ

N
− (1− e2)sinϕcosλdX

N
− (1− e2)sinϕsinλdY

N
(3.9)

Dans le modèle ellipsoidique, posons L la latitude isométrique :

L = Logtg
(

π

4
+

ϕ

2

)
− e

2
Log

1+ esinϕ

1− esinϕ
(3.10)
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En utilisant la latitude de Mercator L (2.21), l’équation (3.10) s’écrit :

L = L− e
2

Log
1+ esinϕ

1− esinϕ
(3.11)

Au voisinage du point central M0(ϕ = 0,λ = 0), on peut écrire au deuxième ordre de petitesse :

cosϕ = 1− ϕ2

2
(3.12)

sinϕ = ϕ (3.13)

sinλ = λ (3.14)

cosλ = 1− λ 2

2
(3.15)

L’expression de L devient :

L = L− e
2

Log
1+ eϕ

1− eϕ
= ϕ− e

2
Log(1+ eϕ)(1− eϕ)−1 (3.16)

Or au deuxième ordre de petitesse, on a :

1
1− eϕ

= 1+ eϕ + e2
ϕ

2 (3.17)

L’expression de L devient :

L = ϕ− e
2

Log(1+ eϕ)(1+ eϕ + e2
ϕ

2) = ϕ− e
2

Log(1+2eϕ +2e2
ϕ

2) (3.18)

on utilise la formule du développement limité de la fonction Log pour x petit devant 1 :

Log(1+ x) = x− x2

2
+o(x2)

ce qui donne :
L = ϕ− e2

ϕ = (1− e2)ϕ (3.19)

1/Ncosϕ devient :

1
Ncosϕ

=
(1− e2ϕ2)1/2(1+ϕ2/2)

a
=

1
a
(1+

(1− e2)ϕ2

2
) (3.20)

Alors, l’expression (3.7) devient :

dλ =
−sinλ

Ncosϕ
dX +

cosλ

Ncosϕ
dY =

−λ (1+ (1−e2)ϕ2

2 )

a
dX +

(1− λ 2

2 )(1+ (1−e2)ϕ2

2 )

a
dY (3.21)

En gardant les termes du 2ème ordre en λ et ϕ , on a :

dλ =
−dX

a
λ +

dY
a

+
dY
2a

(1− e2)ϕ2− λ 2

2a
dY (3.22)

De (3.19), on a :

ϕ =
L

1− e2 = (1+ e2)L ⇒ ϕ
2 = (1+ e2)2L 2 = (1+2e2)L 2 (3.23)
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En remplaçant ϕ dans (3.22), dλ devient :

dλ =
−dX

a
λ +

dY
a

+(1+ e2)L 2 dY
2a
− λ 2

2a
dY (3.24)

et (3.9) devient en utilisant (3.19) :

dL =
(1− ϕ2

2 )(1− e2 ϕ2

2 )

a
dZ−

L (1− e2 ϕ2

2 )(1− λ 2

2 )

a
dX−

L λ (1− e2 ϕ2

2 )

a
dY (3.25)

Soit :

dL = (1− (1+ e2)ϕ2

2
)
dZ
a
−L

dX
a
−λL

dY
a

(3.26)

Utilisant (3.23), l’expression de dL devient à l’ordre 2 de petitesse :

dL = (1− (1+3e2)L 2

2
)
dZ
a
−L

dX
a
−λL

dY
a

dL =
dZ
a
−L 2dZ

2a
− 3e2L 2dZ

2a
−L

dX
a
−λL

dY
a

(3.27)

Posons :

z = λ + iL (3.28)

Z = dλ + idL (3.29)

On utilise les équations (3.24) et (3.27), on obtient :

Z = dλ + idL =
−dX

a
λ +

dY
a

+(1+ e2)L 2 dY
2a
− λ 2

2a
dY

+i
(

dZ
a
−L 2dZ

2a
− 3e2L 2dZ

2a
−L

dX
a
−λL

dY
a

)
(3.30)

Soit :

Z =
dY + idZ

a
− dX

a
(λ + iL )− dY

2a
(λ 2−L 2 +2iλ .L )+ e2L 2 (dY − idZ)

2a
ou :

Z =
dY + idZ

a
− dX

a
(λ + iL )− dY

2a
(λ + iL )2 + e2L 2 (dY − idZ)

2a
(3.31)

Et en remplaçant λ + iL par z et L par − i
2
(z− z̄), (3.31) devient :

Z =
dY + idZ

a
− dX

a
z− dY

2a
z2− e2(dY − idZ)

8a
(z− z̄)2 (3.32)

C’est la formule de Dufour-Ben Hadj Salem. La transformation (3.32) est une fonction biholo-
morphe de z et de z̄. L’effet d’une translation tridimensionnelle (dX ,dY,dZ) au point M0 entraîne
une transformation non conforme.
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