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Résumé. Soit p un nombre premier. En 2005, dans le but de reprouver par la mé-
thode de Wade la transcendance pour n ∈ Zp \N de Γ∞(n), où Γ∞ est la factorielle
de Carlitz-Goss, Yao introduit une classe indénombrable de déformations des fonc-
tions polylogarithmes de Kochubei dont il montre la transcendance de leurs valeurs
en 1/Tk (k ∈ N). Dans ce présent article, nous répondons à la question de Yao
d’étendre ce résultat en un algébrique non nul. Nous prouvons ce fait non seule-
ment dans le cadre de la place infinie mais aussi dans celui des places finies. Nous
montrons un résultat analogue pour les déformations de la fonction polylogarithme
de Carlitz.

1. Introduction

Soit q = pf (f ∈ N∗) une puissance d’un nombre premier p, Fq(T ) une clôture algébrique
de Fq(T ) et Ω∞ le complété pour la valuation −deg d’une clôture algébrique de Fq

(
(
(

1
T

))
contenant Fq(T ). Pour r ∈ R, on note D∞,r le disque

D∞,r = {z ∈ Ω∞ | deg(z) < r}.

Dans les année 1930, Carlitz a introduit [8] le premier exemple de module de Drinfeld. On
appelle module de Carlitz défini sur Ω le Fq-homomorphisme d’algèbres injectif

C : Fq[T ] → EndFq−lin(Ga/Ω)

défini par
CT = T + τ q,

(en fait, Carlitz travaille plutôt avec CT = T−τ q). Il existe une unique fonction entière sur
Ω, appelée exponentielle de Carlitz et notée expC , vérifiant les deux propriétés suivantes :
pour tout z ∈ Ω

exp′
C(z) = 1 et pour tout a ∈ Fq[T ], expC(az) = Ca(expC(z)). (1)

Posons
[0] = 1 et pour tout n ∈ N∗, [n] = T qn − T.

Une expression explicite de l’exponentielle de Carlitz se déduit facilement de l’Égalité 1 :

∀ z ∈ Ω, expC(z) =

+∞∑
n=0

zq
n

Dn

où l’on a posé
D0 = 1 et pour tout n ∈ N∗, Dn = [n]Dq

n−1.

Dans [29, Theorem 7.1], Wade prouve que pour tout β ∈ Fq(T ) non nul, expC(β) est
transcendant sur Fq(T ). Puisque exp′

C = 1, la série formelle expC(Z) admet un inverse
dans Fq(T )[[Z]], appelée logarithme de Carlitz et noté LogC . Formellement, on a

LogC(Z) =

+∞∑
n=0

(−1)n

Ln
Zqn ,

avec
L0 = 1 et pour tout n ∈ N∗, Ln = [n]Ln−1.

La série formelle LogC(Z) induit une fonction définie sur D∞,q/(q−1) à valeurs dans Ω∞.
Le résultat de Wade implique que LogC(β) est transcendant sur Fq(T ) dès que β est un
élément non nul de Fq(T ) pour lequel LogC(β) est défini. Dans toute la suite, s désignera
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un entier naturel non nul fixé une fois pour toute. Anderson et Thakur en étudiant le T -
module C⊗s ont été amenés à introduire un analogue Logs,C des fonctions polylogarithmes
qui généralisent la fonction logarithme de Carlitz (voir [4]). Le se polylogarithme de Carlitz
est la fonction définie sur D∞,sq/(q−1) par : pour tout z ∈ D∞,sq/(q−1)

Logs,C(z) =

+∞∑
n=0

(−1)sn

Ls
n

zq
n

.

Dans [21], Kochubei introduit une deuxième sorte de fonctions polylogarithmes en posant

Logs,K(z) =

+∞∑
n=0

zq
n

[n]s
.

Le se logarithme de Kochubei est défini sur D∞,s. Harada [20, Theorem 0.5] montre que si
α et β sont des éléments non nuls de Fq(T ) tels que α et β appartiennent à D∞,sq/(q−1) et
D∞,s respectivement, alors Logs,C(α) et Logs,K(β) sont Fq(T )-linéairemnt indépendants.
En particulier, ils sont transcendants sur Fq(T ). Les cas Log1,K(1) et Logs,C(1) avaient
déjà été obtenus par Wade ([29, Theorem 4.1] et [30]). Dans les années 1930, Carlitz (voir
[9] ou [7]) a introduit un analogue de la factorielle pour Fq[T ]. Dans [17] (voir aussi [16]),
Goss montre que la fonction n 7→ n!C/T

deg(n!C) admet un prolongement continu sur Zp,
noté Γ∞. Dans le cadre de la recherche d’une démonstration par la méthode de Wade de
la transcendance de Γ∞(n) pour n ∈ Zp \N, Yao a introduit une classe indénombrable de
déformées des fonctions polylogarithmes de Carlitz et de Kochubei.

Soit ε = (εn)n∈N une suite de Fq. La déformée de la fonction polylogarithme de Carlitz
par la suite ε est la fonction, notée Logs,ε,C , définie sur D∞,sq/(q−1) par : pour tout
z ∈ D∞,sq/(q−1)

Logs,ε,C(z) =

+∞∑
n=0

εn
zq

n

Ls
n
.

On définit de façon analogue la déformée Logs,ε,K de la fonction polylogarithme de Ko-
chubei par la suite ε : pour tout z ∈ D∞,sq

Logs,ε,K(z) =

+∞∑
n=0

εn
zq

n

[n]s
.

En utilisant la méthode de Wade, Yao a montré le

Théorème. [31, Theorem 3] Si la suite ε n’est pas ultimement nulle, alors

Logs,ε,K(1) =

+∞∑
n=0

εn
[n]s

est transcendant sur Fq(T ).

Yao pose la question suivante :

Question ⋆. Si la suite ε est non ultimement nulle, la valeur Logs,ε,K(α) est-elle transcen-
dante sur Fq(T ) pour α ∈ Fq(T ) non nul ?

Yao annonce que la méthode automatique permet de montrer le

Théorème. [31, Theorem 4] Si la suite ε n’est pas ultimement nulle, alors pour tout
k ∈ N∗

Logs,ε,K(T
−k) =

+∞∑
n=0

εn
[n]

T−kqn

est transcendant sur Fq(T ).

Yao constate que ces deux derniers Théorèmes sont les seuls résultats connus dans la
direction d’une réponse à la Question ⋆. Concernant la fonction polylogarithme de Carlitz,
Yao obtient le résultat plus faible suivant :
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Théorème. [32, Theorem 1] Si la suite ε n’est pas ultimement nulle, la série formelle

Logs,ε,C(Z) =

+∞∑
n=0

εn
Zqn

Ls
n
.

est transcendante sur Fq(T )(Z).

En fait, ce résultat est déjà une conséquence immédiate de l’analogue du théorème
d’Eisenstein [6, Lemma 2.1]. Comme le remarque Wade [30], sa preuve de la transcendance
de Logs,ε,∞(1) peut être modifiée pour obtenir des résultats un peu plus généraux. En
particulier, on peut obtenir le

Théorème (Wade adapté, [30]). Si la suite ε n’est pas ultimement nulle, alors

Logs,ε,K(1) =

+∞∑
n=0

εn
Ls

n

est transcendant sur Fq(T ).

Le Théorème ci-dessus se déduit aussi de [23, Theorem 3].
Dans cet article, nous donnons une réponse positive à la Question ⋆. Nous prouvons le

Théorème 1. Soit ε une suite de Fq non ultimement nulle. Alors, pour tout α ∈ Fq(T )∩
D∞,s non nul, Logs,ε,K(α) est transcendant sur Fq(T ).

Nous montrons aussi que ce résultat est aussi valable pour les fonctions polylogarithmes
de Carlitz :

Théorème 2. Soit ε une suite de Fq non ultimement nulle. Alors, pour tout α ∈ Fq(T )∩
D∞,sq/(q−1) non nul, Logs,ε,C(α) est transcendant sur Fq(T ).

Soit P un polynôme irréductible de Fq[T ] de degré d0, Fq(T )P le complété pour la
topologie induite par la valuation vP -adique de Fq(T ) (normalisée par vP (P ) = 1) et
ΩP le complété de la clôture algébrique de Fq(T )P contenant Fq(T ). Il existe un unique
élément ω de ΩP algébrique sur Fq de degré d0 tel que vP (T − ω) = 1. On notera aussi
Ωω pour ΩP et vω la valuation vP . Le corps Fq(ω) sera noté Fω. On pose degω = −vω.
Pour un réel r, on note

Dω,r = {z ∈ Ωω | degω(z) < r}.
Les séries formelles Logs,ε,C(Z) et Logs,ε,K(Z) induisent une fonction définie sur Dω,0

à valeurs dans Ωω. Nous montrons le

Théorème 3. Soit ε une suite de Fq non ultimement nulle. Alors, pour tout β ∈ Fq(T )∩
Dω,0 non nul,

Logs,ε,C,ω(β) =

+∞∑
n=0

εn
βqn

Ls
n

et Logs,ε,K,ω(β) =

+∞∑
n=0

εn
βqn

[n]s

sont transcendants sur Fq(T ).

L. Denis fit la remarquable observation que la méthode de Mahler était bien adaptée
pour l’arithmétique des corps de fonctions (voir [10], [11] ou [26]). Malheureusement, celle-
ci fut concommitante à la publication du célèbre critère ABP par Anderson, Brownawell
et Papanikolas [5, Theorem 3.1] et n’a pas eu la publicité qu’elle méritait. Pour démontrer
les Théorèmes 1, 2 et 3, nous utiliserons une modification d’une variante de la méthode
de Mahler introduite par Kubota [22]. L’avantage de la méthode de Malher sur le cri-
tère ABP est qu’il n’est pas nécessaire que les fonctions en jeu satisfassent à un système
d’équations « rigide ». Cette flexibilité permet d’obtenir des résultats de transcendance
sur des classes indénombrables de fonctions, ce que ne peut obtenir le critère ABP. Re-
marquant l’apparition de deux quantités transcendantes sur Fq, il est tentant d’essayer
d’adapter la méthode de Mahler en plusieurs variables. Cependant, il est bien connu (voir
[14]) que la méthode de Mahler en plusieurs variables aux places non-archimédiennes pré-
sentent des difficultés structurelles. Dans de rares cas particuliers, ces difficultés peuvent
êtres surmontées (voir par exemple [19]). Malheureusement, le contexte dans lequel nous
nous plaçons ne rentre pas dans le cadre de ces cas. Dans cet article, nous montrerons
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comment le fait de travailler avec des corps de fonctions permet de se ramener en une
seule variable. Ceci répond (très partiellement) à la demande de Flicker de savoir si la mé-
thode de Mahler peut être adaptée pour fonctionner dans le cadre de fonctions à plusieurs
variables aux places non archimédiennes, du moins dans le contexte des corps de fonctions.

Dans toute le suite, ε désignera une suite de Fq non ultimement nulle, autrement dit
que l’ensemble {k ∈ N | εk ̸= 0} est infini. Notons η0 < η1 < · · · ses éléments. Soit u

un élément non nul de Fq(T ). Si F désigne une extension finie de Fω, on notera ρF(u)
le polynôme unitaire de F[T ] de degré minimal tel que ρF(u)u soit un entier algébrique,
c’est-à-dire appartient à la clôture intégrale de F[T ] dans Fq(T ). Tout multiple non nul de
ρF(u) dans F[T ] est appelé dénominateur de u (relativement à F(T )). On définit la taille
tF(u) de u par :

tF(u) = max
(
max
σ∈HF

deg(σ(u)),deg(ρF(u))
)
,

où HF = Gal(Fq(T )/F(T )). Les propriétés de la taille peuvent être lues dans [25] pour la
caractéristique 0 et leur transcription en caractéristique finie dans [2].

Pour uniformiser les démonstrations à venir, il sera pratique d’étendre les notations
vues ci-dessus dans le cas des places finies au cas de la place infinie en posant ω = ∞ et
deg∞ = deg. En particulier F∞ = Fq. Ceci est compatible avec les notations présentées
en début d’introduction.

L’inégalité de Liouville pour u s’écrit dans notre contexte (voir [33, Lemma 2.1] et [34,
Lemma 4.2])

Proposition 4 (Inégalité de Liouville). Soit K/F(T ) une extension finie de degré de
séparabilité Ξ qui contient u. Alors, on a

degω(u) ⩾ −2ΞtF(u).

2. Le cas lacunaire

Dans ce paragraphe, on suppose que lim
n→+∞

ηn+1 − ηn = +∞. La preuve de la transcen-

dance des valeurs des polylogarithmes de Carlitz et Kochubei se situe dans le cadre des
preuves de transcendance des séries lacunaires (voir [15] par exemple).

Théorème 5. Soit (un)n∈N une suite d’éléments non nuls d’une extension algébrique finie
K de Fω(T ). On suppose que

(a) la suite (un)n∈N tend vers 0 ;

(b) la suite (
∑n

k=0 degω(uk))n est négligeable devant la suite (degω(un+1))n ;

(c) il existe C ∈ R tel que pour tout n ∈ N, tFω (un) ⩽ C degω(un) ;

(d) il existe N ∈ N tel que la suite (degω(un))n⩾N est strictement négative et stricte-
ment décroissante ;

Alors,
∑+∞

n=0 un existe et est un un élément de Ωω transcendant sur Fq(T ).

Démonstration. Clairement, A =
∑+∞

n=0 un est bien défini. On suppose que A est algé-
brique sur Fω(T ) et on note Ξ0 le degré de l’extension (Fω(T ))(A)/Fω(T ). Pour tout
entier n supérieur à N , soit An la ne somme partielle de A : An =

∑n
k=0 uk. Par la stricte

décroissance de la suite (degω(un))n, on a

deg(A−An) = deg(un+1).

Une majoration de la taille de A−An est donnée par :

tFω (A−An) ⩽ tFω (A) + C

n∑
k=0

degω(uk).

L’inégalité de Liouville implique que

degω(un+1) ⩾ −2Ξ0(tFω (A) + C

n∑
k=0

degω(uk)).
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Comme

lim
n→+∞

−2Ξ0(tFω (A) + C
∑n

k=0 degω(uk))

degω(un+1)
= 0,

cela est impossible. □

Appliquant ce théorème aux fonctions polylogarithmes déformées de Carlitz et Kochu-
bei, on obtient la transcendance de leurs valeurs en un élément algébrique lorsque ces fonc-
tions sont lacunaires. Pour tout n ∈ N, on pose uK,n = εηn

βqηn

[ηn]
(resp. uC,n = εηn

βqηn

Lηn
).

Théorème 6. On suppose que lim
n→+∞

ηn+1 − ηn = +∞. Alors pour tout β ∈ Fq(T ) \
{0} tel que deg(β) < s (resp. deg(β) < sq/(q − 1)), Logs,ε,K(β) (resp. Logs,ε,C(β)) est
transcendant sur Fq(T ).

Démonstration. On a

deg(uK,n) = qηn(deg(β)− s) et tF(uK,n) ⩽ qηn(s+ tF(b))

(resp.

deg(uC,n) = qηn deg(β)− s
qηn+1 − q

q − 1
et tF(uC,n) ⩽ s

qηn+1 − q

q − 1
+ qηntF(b)).

Puisque lim
n→+∞

ηn+1 − ηn = +∞, la suite (uK,n)n (resp. (uC,n)n) vérifie les conditions du

Théorème 5. Par conséquent, Logs,ε,K(β) =
∑+∞

n=0 uK,n (resp. Logs,ε,C(β) =
∑+∞

n=0 uC,n)
est transcendant sur Fq(T ). □

Si ω ̸= ∞ la transcendance des valeurs des polylogarithmes déformés de Carlitz et Ko-
chubei, considérés comme fonctions de Ωω, en un élément algébrique s’obtient de manière
identique.

Théorème 7. On suppose que ω ̸= ∞ et lim
n→+∞

ηn+1 − ηn = +∞. Alors pour tout β ∈

Fq(T )\{0} tel que vω(β) > 0, Logs,ε,K,ω(β) et Logs,ε,C,ω(β) sont transcendants sur Fq(T ).

Démonstration. Soit n ∈ N. On a

degω(uK,ηn) = qηn degω(β)−sdegω([ηn]) (resp. degω(uC,n) = qηn degω(β)−sdegω(Lηn))

Comme degω([ηn]) ∈ {−1, 0} (resp. degω(Lηn) ∈ J−ηn, 0K) la suite (degω(uK,ηn))n∈N
(resp. (degω(uC,ηn))n∈N) est equivalente à (qηn degω(β))n. Les suites (uK,n)n et (uC,n)n
vérifient les conditions du Théorème 5. □

3. Écarts bornés

L’ordre en 0 d’une série formelle f(X) =
∑

i∈N fiX
i de (F(T ))[[X]] est l’entier naturel

ord0(f) défini par
ord0(f) = min{i | i ∈ N, fi ̸= 0},

si f est non nulle. Sinon, par convention, l’ordre en 0 de f est +∞. Clairement, pour
r ∈ N, on a

ord0(f) ⩾ r ⇐⇒ f ∈ Ir,

où I = (X) est l’idéal de (F(T ))[[X]] engendré par X. L’ordre en 0 est une valuation
de (F(T ))[[X]] qui en fait un anneau complet pour la topologie induite. Une suite (fk =∑

i∈N fk,iX
i)k∈N de (F(T ))[[X]] converge vers

f =
∑
i∈N

fiX
i ∈ (F(T ))[[X]]

si et seulement si pour tout i ∈ N, il existe N ∈ N tel pour tout k ⩾ N , fk,i = fi. La
valuation ord0 de Ωω[[X]]] s’étend à une valuation sur son corps quotient, le corps Ωω((X))
des séries de Laurent sur Ωω.

Soit F une extension finie de Fω, τ un réel strictement positif et D ∈ F[T ]. On note
MF,τ,D l’ensemble des séries formelles de Ωω[[X]]

f(X) =
∑
i∈N

fiX
i (∀ i ∈ N fi ∈ Ωω)
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telles que pour tout i ∈ N

fi ∈ F(T ), deg(fi) ⩽ τi et Difi ∈ F[T ].

Remarque 8. Toute série formelle f(Z) =
∑

n⩾0 anZ
n de MF,τ,D induit une fonction,

que l’on notera f̃ , définie sur Dω,min(−τ,degω(D)) à valeurs dans Ωω en posant pour tout
z ∈ Dω,min(−τ,degω(D))

f̃(z) =
∑
n⩾0

anz
n.

Lemme 9. Soit a ∈ Dω,min(−τ,degω(D)). L’application σa : MF,τ,D → Ωω, f 7→ f̃(a) est
un morphisme d’anneau continu.

Démonstration. L’application σa est évidemment additive. Pour tout f ∈ MF,τ,D, on a
l’inégalité

degω(f̃(a)) ⩽ (degω(a)−min(−τ,degω(D))) ord0(f)

; ce qui montre la continuité de σa en 0. Clairement, σa est multiplicatif sur les monômes
de MF,τ,D. Par continuité et additivité, on obtient la multiplicativité de σa sur MF,τ,D. □

Le lemme suivant est trivial

Lemme 10. Soit f ∈ MF,τ,D et a ∈ F[T ] non nul. Alors af et f/a appartiennent respec-
tivement à MF,τ+deg(a),D et MF,τ,aD. Si un polynôme D1 de F[T ] divise D, alors MF,τ,D1

est inclus dans MF,τ,D.

Les propriétés algébriques et topologiques de MF,τ,D sont résumées dans la

Proposition 11. L’ensemble MF,τ,D est un sous anneau complet de F(T )[[X]].

Démonstration. La série formelle constante 1 appartient à MF,τ,D. La stabilité par ad-
dition de MF,τ,D étant évidente, il suffit de vérifier la stabilité pour la multiplication.
Posons

f =
∑
i∈N

fiX
i et g =

∑
i∈N

giX
i.

Ecrivons

f(X)g(X) =
∑
i∈N

hiX
i avec hi =

i∑
k=0

fkgi−k.

On a

deg(hi) ⩽ max
k∈J0,iK

deg(fkgi−k) ⩽ max
k∈J0,iK

τk + τ(i− k) ⩽ τi,

et

Dihi =

i∑
k=0

DkfkD
i−kgi−k ∈ F[T ].

Pour montrer la complétude de l’anneau MF,τ,D, il suffit de vérifer qu’il est fermé. Consi-
dérons une suite (fn)n de MF,τ,D convergeant dans F(T )[[X]] vers la série formelle f .
Écrivons pour tout n ∈ N, fn(X) =

∑
k⩾0 an,kX

k et f =
∑

k⩾0 akX
k. Pour tout k ∈ N, il

existe Nk ∈ N tel que pour tout entier n ⩾ Nk, on ait an,k = ak. Comme pour tout n ∈ N,
Dkak,n ∈ F[T ] et deg(ak,n) ⩽ τk, on a

deg(ak) ⩽ τk et Dkak ∈ F[T ].

□

On en déduit le

Corollaire 12. Soit f une série formelle de a + XMF,τ,D avec a ∈ F[T ] \ {0}. Alors f
est inversible dans (F(T ))|[[X]] et son inverse appartient à MF,τ+deg(a),aD.
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Démonstration. Posons f(X) = a + g(X) avec g ∈ XMF,τ,D. On a f(X) = a(1 + g(X)
a

).
La série formelle f est inversible dans (F(T ))[[X]] d’inverse

1

f(X)
= a

∑
n⩾0

Å
g(X)

a

ãn

.

Le Lemme 10 et la proposition précédente permettent de conclure. □

Soit f ∈ Mω,τ,D. Pour tout k ∈ N, on écrira

fk(X) =
∑
i∈N

fk,iX
i.

D’après ce qu’il précède, fk appartient à Mω,τ,D.
La hauteur du polynôme P ∈ (F(T ))[X],

P (X) =

m∑
i=0

piX
i (pi ∈ F(T )),

est le réel
ht(P ) = max

i∈J0,mK
deg(pi).

Fixons pour le moment un entier naturel δ.

Lemme 13. Il existe un entier naturel µδ, tel que pour toute série formelle f de Mω,τ,D,
il existe des polynômes Pδ,0, · · · , Pδ,δ non tous nuls de (F[T ])[X] de degré en X inférieur
à δ et de hauteur inférieure à µδ ayant la propriété que

ord0(Hδ,X(f(X))) ⩾ δ2 + δ,

où Hδ,X(Z) =
∑δ

k=0 Pδ,k(X)Zk.

Démonstration. Pour tout k ∈ J0, δK, on considère les polynômes

Pδ,k(X) =
∑

l∈J0,δK

pδ,k,lX
l (pδ,k,l ∈ F[T ]).

On a alors
δ∑

k=0

Pδ,k(X)fk(X) =

δ∑
k=0

( ∑
l∈J0,δK

pδ,k,lX
l
∑
i∈N

fk,iX
i)

=
∑
i∈N

ciX
i

avec

ci =

δ∑
k=0

∑
l∈J0,min(i,δ)K

pδ,k,lfk,i−l (2)

Ainsi, pour que la série formelle
∑δ

k=0 Pδ,k(X)fk(X) appartienne à Iδ2+δ, il suffit que
pour tout entier naturel i strictement inférieur à δ2 + δ, le coefficient ci soit nul. Par la
Proposition 11, on a pour tout i ∈ J0, δ2 + δJ,

Dδ2+δci ∈ F[T ] et deg(ci) ⩽ τ(δ2 + δ).

Un lemme de Siegel (voir [1, Lemme 11]) montre qu’il existe µδ,τ ∈ N et un polynôme
non nul Pf de ((F[T ])[X])[Z] de degré en X inférieur à δ et de hauteur inférieure à
µδ = τδ3(δ + 1)2 + 1 tels que ord0(Pf (f)) ⩾ δ2 + δ. □

Dans la suite, q désigne un entier supérieur à 2.

Lemme 14. Soit P0, · · · , Pδ des polynômes de (F[T ])[X], x et yk (k ∈ N) des éléments
de Fq(T ) et m̃ un réel positif. On suppose que pour tout k ∈ N, yk est de taille inférieure
à m̃qk. Alors, pour tout k ∈ N, on a

t
( δ∑

l=0

Pl(x
qnk

)yl
nk

)
⩽ max

j∈J0,δK
ht(Pj) + δ(tF(x) + m̃)qnk .
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Démonstration. Soit j ∈ J0, δK. Pour tout σ ∈ H, on a

deg

(
(σ
( δ∑

l=0

Pl(x
qnk

)yl
nk

)
))

⩽ max
j∈J0,δK

ht(Pj) + δqk max(0, x ) + δm̃qnk

⩽ max
j∈J0,δK

ht(Pj) + δ(m̃+max(0, x ))qnk .

De plus,
(
ρq

nk
(x)ρF(ynk )

)δ est un dénominateur de
∑δ

l=0 Pl(x
qnk

)yl
nk

. Puisque

deg
((

ρq
nk

(x)ρF(ynk )
)δ)

⩽ δqnk
(
tF(x) + m̃

)
,

le lemme s’en suit. □

Soit (fn)n une suite de Mω,τ,D. Par le principe des tiroirs, il existe une suite extraite
fδ = (fδ,nk )k et des polynômes Pδ,0, · · · , Pδ,δ de (F[T ])[X] de hauteurs inférieures à µδ

ayant la propriété que, pour tout k ∈ N, on ait

ord0(Hδ,fδ,X(fδ,nk (X))) ⩾ δ2 + δ,

où Hδ,fδ,X(Z) =
∑δ

l=0 Pδ,l(X)Zl.

On suppose qu’il existe une infinité d’entiers δ tels que la suite (ord0(Hδ,fδ,X(fnk (X))))k
est majorée.
Quitte à extraire une sous-suite de fδ, on peut supposer (encore par le principe des tiroirs)
qu’il existe un entier u ⩾ δ2 + δ tel que pour tout k ∈ N,

ord0(Hδ,fδ,X(fδ,nk (X))) = u.

Notons β un élément de Fq(T ) non nul avec degω(β) < min(−τ,degω(D)).

Pour tout entier naturel k, on pose rk = ‹H
δ,fδ,β

qnk (f̃nk (β
qnk

)).

Proposition 15. Il existe un réel cfδ et un entier kfδ tel que pour tout entier k ⩾ kfδ , on
ait

degω(rk) = cfδ + uqnk degω(β).

En particulier, rk est non nul.

Démonstration. Pour tout i ∈ N, écrivons

f i
nk

(X) =
∑
l∈N

fnk,i,lX
l.

On a (par l’Égalité 2)

rk =
∑
i⩾u

ck,iX
i, avec ck,i =

δ∑
j=0

∑
l∈J0,min(i,δ)K

pδ,k,lfnk,j,i−l.

Pour tout i ⩾ u, on a

deg(ci) ⩽ τi+ µδ.

Comme Dici appartient à F[T ], on a

degω(ci) ⩽ −idegω(D).

Puisque par définitition de u, cu ̸= 0 et que Ducu ∈ F[T ], on a deg(cu) ⩾ −udeg(D) et

degω(cu) ⩾ −(τ + deg(D))u− µδ

si ω ̸= +∞. Dans les deux cas ω = ∞ et ω ̸= ∞, on obtient que pour tout k ∈ N et tout
entier i > u,

degω(cuβ
uqnk

)− degω(ciβ
iqnk

) ⩾ qnk degω(β)(u− i)− (τ + deg(D) + degω(D))u− µδ

⩾ −qnk degω(β)− (τ + deg(D) + degω(D))u− µδ
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Comme degω(β) < 0, il existe un entier kfδ tel que pour entier k > kfδ , on ait pour tout
entier i > u, degω(cuβ

uqnk
) > degω(ciβ

iqnk
). On en déduit que

degω(rk) = degω(cuβ
uqnk

) = degω(cu) + uqnk degω(β)

□

On suppose qu’il existe une extension finie K de F(T ) de degré Ξ telle que

(H(1)) pour tout k ∈ N, f̃k(βqk ) = akf̃0(β) + bk où (ak, bk) ∈ K2 ;

(H(2)) il existe un réel m tel que pour tout k ∈ N, tF(ak) ⩽ mqk et tF(bk) ⩽ mqk.

Théorème 16. Supposons qu’il existe une infinité d’entiers naturels δ tels que la suite(
ord0(Hδ,fδ,X(fδ,nk (X)))

)
k

soit majorée. Alors f0(β) est transcendant sur Fq(T ).

Démonstration. Posons t = tF(f̃0(β)). Quitte à considérer le corps K(β) au lieu de K, on
peut supposer que β est un élément de K. Pour tout k ∈ N, on a

tF(f̃k(β
qk )) ⩽ t+ 2mqk ⩽ (t+ 2m)qk.

Soit δ un entier naturel tel que la suite
(
ord0(Hδ,fδ,X(fδ,nk (X)))

)
k

soit majorée. D’après
la Proposition 14, on

tF(rk) ⩽ µδ + δ(tF(β) + (t+ 2m))qnk .

L’inégalité de la taille et la Proposition 15, appliquées à rk qui est non nul, impliquent que

degω(cu) + uqnk degω(β) ⩾ −2Ξ
(
µδ + δ(tF(β) + (t+ 2m))qnk

)
.

En faisant tendre k vers +∞, on obtient que

degω(β) ⩾
−2Ξδ

u
(t+ 2m).

Se rappelant que u ⩾ δ2 + δ, on aboutit à

degω(β) ⩾
−2Ξ

δ + 1
(t+ 2m).

Comme δ peut être choisi aussi grand que l’on veut, on en déduit que degω(β) ⩾ 0, en
contradiction avec l’hypothèse degω(β) < 0. □

4. Un critère de transcendance pour les séries formelles

Soit (K , |.|) un corps valué complet non-archimédien algébriquement clos dont le corps
résiduel est infini, R et r des réels appartenant à |K | tels que r < R. Nous présentons
un critère de transcendance pour les séries formelles qui nous sera utile dans la suite.
Pour les notions d’analycitét méromophie abordées dans ce paragraphe, on pourra se
rapporter à l’Appendice en fin d’article. Pour r ∈ |K |, on note Dr le disque ouvert
Dr := {z ∈ K | |z| < r}

Lemme 17. Pour tout n ∈ N, soit fn une série formelle de K [|[Z]] qui induit une série
entière sur Dr. On suppose que le suite (fn)n converge vers f dans K [[Z]] et que la suite
des fonctions induites sur Dr converge uniformément vers une série entière g. Alors g est
la fonction induite par f sur Dr.

Démonstration. Posons f(Z) =
∑

k⩾0 akZ
k et pour tout n ∈ N, fn(Z) =

∑
k⩾0 an,kZ

k.
Pour tout k ∈ N, il existe un entier Nk tel que pour tout n ⩾ Nk, ak = an,k. Posons
g(z) =

∑
k⩾0 bkz

k. Par le principe du maximum [27, Theorem 42.2], on a pour tout
(k, n) ∈ N2

|bk − an,k| ⩽ r−k∥fn − g∥r,

et ainsi pour tout n ⩾ Nk, on a

|bk − ak| ⩽ r−k∥fn − g∥r.

Puisque la suite (fn)n converge uniformément vers g sur Dr, en faisant tendre n vers +∞,
on obtient que bk = ak. □
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Théorème 18. Soit (rn)n une suite strictement croissante de |K ×| ∩ [r,R[ et (fn)n une
suite de séries formelles de K [[Z]] qui converge vers f dans K [[Z]] telle que pour tout
n ∈ N, la série formelle fn induit une série entière f̃n sur Dr. On suppose que la suite
(f̃n)n converge uniformément sur Dr, disons vers f̂ . Si pour tout entier s, il existe une
fonction méromorphe gs définie sur Drs dont f̂ est la restriction sur Dr et s’il existe une
partie Ss de Drs de cardinal au moins s telle que pour tout entier n ⩾ hs la fonction gs
admet un pôle en tout point de Ss, alors la série formelle f est transcendante sur K (Z).

Démonstration. On raisonne par l’absurde. Il existe des polynômes P0, · · · , Ps de K [Z]
avec Ps ̸= 0 tels que

s∑
i=0

Pi(Z)f i(Z) = 0.

Posons ds = 1+deg(Ps). Par hypothèse, la suite des séries entières (fn)n converge sur Dr

vers une fonction analytique f̂ qui est la restriction sur Dr de gds . Par le lemme précédent,
f̃ est la série entière sur Dr induite par f . Ainsi, on a pour tout z ∈ Dr

s∑
i=0

Pi(z)f̃
i(z) = 0.

Comme gds est méromorphe sur Drds
, il existe des fonctions analytiques f1 et f2 sur Drds

telles que gds = f1/f2. Pour tout z ∈ Drds
qui n’est pas un pôle de gds , on a

fs
2 (z)

s∑
i=0

Pi(z)g
i
ds(z) =

s∑
i=0

Pi(z)f
i
1(z)f

s−i
2 (z).

Comme la fonction analytique
∑s

i=0 Pi(z)f
i
1(z)f

s−i
2 (z) est nulle sur Dr, par le théorème

de prolongement analytique, elle est nulle sur Drds
. Ainsi, pour tout z ∈ Drds

qui n’est
pas un pôle de gds , on a

s∑
i=0

Pi(z)g
i
ds(z) = 0.

Par le Lemme 26, gds admet au plus deg(Ps) pôles sur Drds
. Mais ceci est contradictoire,

puisque gds a au moins ds > deg(Ps) pôles sur Drds
. □

5. Applications

Soit l(Z) et m(Z) deux séries formelles de ZF[[Z]] non nulles. Ces séries formelless
induisent sur Dω,0 deux séries entières que l’on note respectivement l̃ et m̃ suivant notre
convention vue dans le paragraphe précédent. La remarque triviale que pour tout z ∈ Dω,0,
on a

degω(m̃(z)) = ord0(m) degω(z)

a pour conséquence le

Lemme 19. Soit l ∈ N∗ et m̃ = ord0(m). Posons

γ =

®
1/T si ω = ∞,

T − ω si ω ̸= ∞.

(1) L’équation m̃(z) = γ1/ql admet, comptées avec multiplicité, exactement m̃ solu-
tions dans Dω,0, toutes de même valuation. On note Z⊂

m,lDω,0 l’ensemble de ces
solutions, et on en fixe une, notée zl.

(2) La suite (degω(zl))l∈N∗ est strictement croissante, indépendamment du choix ef-
fectué.

Démonstration. Posons zl = γ1/ql , qui est un élément non nul de Dω,0. Le polygone de
Newton de 1− m̃(z)/zl est de la forme
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x

y

(0,0)

(m̃,v(zl))

c’est-à-dire un unique segment de pente non nulle reliant (0, 0) à (m̃, v(zl)), suivi d’un
segment horizontal. D’après [17, Proposition 2.9], un tel segment correspond à exactement
m̃ zéros dans Dω,0, comptés avec multiplicité, tous de valuation −v(zl)/m̃. Ces zéros sont
exactement les solutions de m̃(z) = zl ; on en fixe une, notée zl,ω. Ceci prouve le premier
point.

Comme zq
l

l = γ, on a

degω(zl) =
degω(m̃(zl))

m̃
=

degω(z0)

m̃
=

degω(γ)

qlm̃
.

ce qui donne la stricte croissance de la suite (degω(zl,ω)l. □

Pour n ∈ N, posons

Dω
n(Z) =

®
1− Tmqn(Z) si ω = ∞,

mqn(Z) + ωqn − T si ω ̸= ∞.

Pour d ∈ {0, 1} et k ∈ N, on pose

Pω,d
k (Z) =

®
Dω

k (Z) si d = 0,∏k
l=1 D

ω
l (Z) si d = 1,

et on définit la série formelle Fω,d
k (Z) par

Fω,d
k (Z) =

∑
n⩾0

εn+kd
lq

n

(Z)

Pω,d
n (Z)s

.

On note Zm =
⋃

l∈N∗ Zm,l.

Lemme 20. Soit z ∈ Dω,0 \ Zm. Alors, la série
∑

n⩾0 εn+kd
l̃q

n
(z)‹Pω,d

n (z)s
converge.

Démonstration. Puisque la suite (degω(m
qn(z))l) est strictement décroissante, la suite

(degω(D
ω
l (z))l est nulle à partir d’un certain rang N0(z). Posant mz = min

0⩽l<N0(z)
degω(

‹Dω
j (z)

(qui est bien fini par hypothèse), on a degω(
‹Pω,d
n (z)) ⩾ nmz. Ainsi

degω

Ç
l̃q

n

(z)‹Pω,d
n (z)

å
⩽ −qn − nmz,

qui tend vers −∞ quand n tend vers ∞. □

Lemme 21. Pour tout d ∈ {0, 1} et tout k ∈ N, on a Fω,d
k ∈ MF,1,Tqd−T

.

Démonstration. La série m(Z) appartient à MF,0,1. D’après le Lemme 10, Dω
n(Z) ap-

partient à MF,1,1 si ω = ∞, et à MF,1,T−ωqn si ω ̸= ∞. Par la Proposition 12, Dω
n(Z)

est inversible et son inverse appartient au même anneau, qui est inclus dans MF,1,Tqd−T

par le Lemme 10 (les polynômes 1 et T − ωqn divisent T qd − T , puisque ωqd = ω). Le
produit

∏n
l=1 D

ω
l (Z) est donc également inversible d’inverse dans MF,1,Tqd−T

. Comme

lq
n

(Z) ∈ MF,1,1, la Proposition 11 donne le résultat. □

Pour une série (formelle ou entière) f =
∑

n∈N un, on note Sn(f) =
∑n

k=0 uk sa ne

somme partielle. Posons ρω = qd si ω = ∞, et ρω = 1 si ω ̸= ∞.
Dans la suite, on suppose que lim

n→+∞
ηn+1−ηn est finie. On pose M = 2+E( lim

n→+∞
ηn+1−

ηn).
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Proposition 22. Pour tout d ∈ {0, 1}, la suite (Fω,d
k )k∈N admet une valeur d’adhérence

transcendante sur (Fq(T ))(Z).

Démonstration. Puisque l’ensemble E−1 = {SM−1(F
ω,d
k ) | k ∈ N} est fini, par le prin-

cipe des tiroirs, il existe un entier i0 tel que l’ensemble E0 = {k ∈ N | SM−1(F
ω,d
i0

) =

SM−1(F
ω,d
k )} est infini. Par récurrence, on construit une suite strictement croissante d’en-

tiers naturels (in)n telle que l’ensemble

En = {k ∈ En−1 | SnM−1(F
ω,d
in

) = SnM−1(F
ω,d
k )}

est infini. En particulier,

ord0(F
ω,d
in

(Z)− Fω,d
in−1

(Z)) ⩾ q(n+1)M .

et la suite (Fω,d
in

)n est de Cauchy dans MF,1,Tqd−T
, donc convergente vers une série formelle

Fω,d. Soit n un entier naturel. Par le Lemme 9, la fonction induite par Fω,d
in

sur Dω,−1 est
la fonction ‹Fω,d

in
(z) =

∑
l⩾0

εl+ind
l̃q

l

(z)‹Pω,d
l (z)s

.

Soit z ∈ Dω,−1. On a degω(
‹Pω,d
n (z)) = 0 et ainsi

degω

Ç
l̃q

n

(z)‹Pω,d
n (z)

å
⩽ −qn,

la suite (‹Fω,d
in

)n converge uniformément sur Dω,1 vers une fonction analytique ‘Fω,d sur
Dω,1. Soit s ∈ N. Par hypothèse sur la suite (ηn)n, il existe au moins s entiers naturels
y1,n,s, · · · , ys,n,s strictement inférieurs à sM tels que chaque εi,n,s (i ∈ J1, sK) est non nuls.
Par le principe des tiroirs, il existe un ensemble infini Js d’entiers naturels tel que pour
tout i ∈ J1, sK, il existe un entier naturel ŷi,s ayant la propriété que ŷi,s = yi,n,s pour tout
n ∈ Js. On pose rs = degω(z’ys,s+1). Maintenant, on fixe n ∈ Js et i ∈ J1, sK. Pour tout
z ∈ Dω,rs \ (Dω,rs ∩ Zm), on a∏s

l=1
‹Dω

l (z)‹Pω,d
j (z)

=

∏s
l=d(ŝ+1)+(1−d)

‹Dω
l (z)∏j

l=d(ŝ+1)+j(1−d)
‹Dω

l (z)

Par conséquent, pour j > ŷs,s, la fonction hj,s := z 7→
Å∏s

l=1 D̃ω
l (z)‹Pω,1

j (z)

ãs

se prolonge en une

fonction analytique sur Dω,rs−1 que l’on note encore hj,s. Comme pour tout z ∈ Dω,rs−1 ,
on a

−qj ord0(l) degω(z)− j ⩽ degω(l̃
qj (z)hj,s(z)) ⩽ −qj ord0(l)rs−1 + j, (3)

la série gn,s(z) :=
∑

j>’ys,s εj+ind l̃
qj (z)hj,s(z) converge uniformément sur Dω,rs−1 . Notons

ci,n,s = limz→z÷yi,s
gn,s(z). On obtient que

ci,n,s =
∑

j>’ys,s εj+ind l̃
qj (z’yi,s)hn,j(z’yi,s) (4)

Si s est suffisamment grand, toujours par les Estimations 3, les suites

(degω(l̃
qj (z’yi,s)hj,s(z’yi,s)))j>’ys,s

sont toutes strictement décroissantes. On en déduit que

degω(ci,n,s) ⩾ min
j⩾’ys,s

εj+ind ̸=0

−qj ord0(l) degω(z’yi,s)− j. (5)

Encore une fois, les Estimations 3 montrent que la suite de fonctions (gn,s)n∈Js converge
uniformément sur Dω,rs−1 (vers une fonction analytique que l’on note gs). Puisque la suite
(min{j > ŷs,s | εj+ind ̸= 0})n∈Js est bornée par hypothèse sur la suite (ηn)n, on en déduit
que la suite (ci,n,s)n∈Js converge vers une limite non nulle d’après l’Inégalité 5. Comme
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la suite (
(∏s

l=1
‹Dω

l (z)
)s
S’ys,s(‹Fω,d

in
)(z))n∈Js est constante et analytique sur Dω,rs−1 pour

n assez grand, l’égalité, valable pour tout z ∈ Dω,rs−1 \ (Dω,rs−1

⋂
Zm)

g̃n,s(z) =
( s∏
l=1

‹Dω
l (z)

)s(‹Fω,d
in

(z)− S’ys,s(‹Fω,d
in

)(z)
)
.

montre que la suite
Ä(∏s

l=1
‹Dω

l (z)
)s‹Fω,d

in
(z)
ä
n∈Js

converge vers une fonction analytique

sur Dω,rs−1 . Le fait que

lim
z→z÷yi,s

( s∏
l=1

‹Dω
l (z)

)s
S’yi,s(‹Fω,d

in
)(z) = 0

implique que la suite de fonctions
Ä‹Fω,d

in
(z)
ä
n∈Js

converge vers une fonction méromorphe“Fs sur Dω,rs−1 avec des pôle en z’yi,s (i ∈ J1, sK). Par la Proposition 18, la série formelle
Fω,d est transcendante sur Fq(T )(Z).

□

La proposition suivante, prouvée dans un cadre plus général dans [3, Proposition 25],
permet l’usage de la méthode de Mahler en une seule variable dans notre contexte.

Proposition 23. Soit β1 et β2 deux éléments de Fq(T ) de valuation strictement positive.
Il existe u ∈ Fq(T ) de valuation strictement positive et une extension finie F̃ de Fq tels
tels que β1 et β2 appartiennent à uF̃[[u]].

Démonstration. Notons K le corps Fq(T )[β1, β2], O = {s ∈ K | v(s) ⩾ 0} l’anneau de
valuation discrète de K associé à v, M son idéal maximal et u un paramètre de O. En
particulier, u est de valuation strictement positive et est algébrique sur Fq(T ). Le complété
K̂ de K pour la topologie v-adique est une extension finie de Fq(T )v, donc est un corps
local. Son corps résiduel k est (à isomorphisme près) une extension finie F̃ de Fq. L’anneau
de valuation Ô de K̂ étant le complété de O (voir [24]), il est égal à F̃[[u]]. Ceci conclut
la preuve puisque que β1 et β2 appartiennent à M qui est inclus dans uÔ. □

Nous montrons maintenant comment la Proposition 22 et le Théorème 16 impliquent
les Théorèmes 1, 2 et 3.

Rappelons que dans ce paragraphe, on a supposé que lim
n→+∞

ηn+1 − ηn est finie.

Soit Log l’un des polylogarithmes déformés considérés dans cet article et α un élément
de Fq(T ) non nul, appartenant au domaine de convergence de Log. Pososns F = F̃Fω et d
son degré sur Fq. Le tableau suivant résume, pour chacun des quatre cas, le choix de la
place ω, du paramètre δ, de la constante λ, et des valeurs m(u), l(u) :

Log(α) Domaine de α ω δ λ m(u) l(u)

Logs,ε,K(α) D∞,s ∞ 0 T s 1/T α/T s

Logs,ε,C(α) D∞,sq/(q−1) ∞ 1 T sq/(q−1) 1/T α/T sq/(q−1)

Logs,ε,K,ω(α) Dω,0 ω 0 1 T − ω α

Logs,ε,C,ω(α) Dω,0 ω 1 1 T − ω α

Pour chacun de ces cas, la Proposition 23 s’applique car m(u) et l(u) sont des éléments
de Fq(T ) de valuation strictement positive. Elle fournit donc u ∈ Fq(T ) de valuation
strictement positive, une extension finie F de Fq de degré d ⩾ 1 et des séries m et l de
ZF[[Z]] satisfaisant les conditions du tableau. Par construction de Fω,δ

k , on a alors

Log(α) = λFω,δ
0 (u).

Par le Lemme 13, la Proposition 22 et le principe des tiroirs, il existe une suite d’entiers
naturels (nk)k∈N telle que la suite (Fω,δ

nk
(X))k∈N admette une limite F transcendante sur

Fq(T )(X), un entier naturel µδ, et des polynômes Pδ,0, . . . , Pδ,δ non tous nuls de (F[T ])[X]
de degré en X inférieur à δ et de hauteur inférieure à µδ ayant la propriété que

ord0(Hδ,X(Fω,δ
nk

(X))) ⩾ δ2 + δ,
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où Hδ,X(Z) =
∑δ

k=0 Pδ,k(X)Zk. Puisque F est transcendante sur Fq(T )(X), par conti-
nuité de la fonction ord0, la suite (ord0(Hδ,X(Fω,δ

nk
(X))))k∈N est bornée.

Un calcul élémentaire, utilisant la définition de Fω,δ
k et le choix de m, l, montre que‹Fω,δ

nk
(uqnkd

) = ak
‹Fω,δ
0 (u) + bk,

où ak, bk ∈ K sont des éléments de F(T, α) vérifiant les hypothèses (H(1)) et (H(2)) du
Théorème 16. Par le Théorème 16, ‹Fω,δ

0 (u) est transcendant sur Fq(T ), et ainsi Log(α)
l’est aussi d’après (1).

Cela prouve les Théorèmes 1, 2 et 3.

6. Appendice

Soit (K , |.|) un corps valué complet non-archimédien algébriquement clos dont le corps
résiduel est infini. On consdière un réel r dans |K ×| et on note Dr le disque ouvert de
rayon r centré en 0 :

Dr = {z ∈ K | |z| < r}.

Définition 24. Une fonction f de Dr dans K est dite analytique s’il existe une suite
(an)n de K telle que pour z ∈ Dr, on ait

f(z) =

+∞∑
n=0

anz
n.

Il est connu [27] que toute fonction analytique f sur Dr est développable en série de
Taylor d’un point z0 de Dr : il existe une suite (bn)n de K telle que pour tout z ∈ Dr,

f(z) =

+∞∑
n=0

bn(z − z0)
n.

On en déduit que tous les zéros de f sont isolés [12, Corollary 14.11]. Ceci permet de
montrer que l’ensemble Ar des fonctions analytiques sur Dr est un anneau intégre. Il est
complet pour la norme infinie (voir [27, Proposition 42.2]). Le corps des fractions Mr de Ar

est le corps des fonctions méromorphes sur Dr. Les singularités d’une fonction méromorphe
sont soit apparente soit un pôle. Si a ∈ Dr est un pôle d’une fonction méromoprhe f ,par
[12, Corrolary 23.16], il existe (m, c) ∈ N∗ × K × tel que limz∈Dr

z→a
(z − a)mf(z) = c. Si f

est prolongeable par continuité sur Dr et son prolongement continu sur Dr, que l’on note
encore f , est borné sur Dr, on note ∥f∥ = supz∈Dr

|f(z)| sa norme infinie. Clairement, la
norme infinie sur Mr prolonge la norme uniforme sur Ar. On dit qu’une suite (fn)n de Mr

est une suite de Cauchy si pour tout entier n suffisamment grand, la fonction fn+1 − fn
est prolongeable par continuité sur Dr, son prolongement par continuité sur ce disque est
borné et la suite (∥fn+1 − fn∥)n converge vers 0. L’auteur remercie Escassut pour lui avoir
fourni le schéma de preuve de la proposition suivante que ce dernier a annoncée au détour
d’une remarque dans [13, Chapter C].

Proposition 25. Le corps Mr est complet pour la norme infinie.

Démonstration. Soit (fn)n une suite de Cauchy et N un entier tel que que pour tout
entier n ⩾ N , la fonction fn+1 − fn soit bornée sur Dr \ (Sfn+1 ∪Sfn). Nécessairement, la
fonction fn+1 − fn est sans pôle dans Dr. Par [12, Theorem 32.4], la fonction fn+1 − fn
est analytique sur Dr. Puisque Ar est complet et que la série

∑
n⩾N (fn+1 − fn) est une

série de Ar absolument convergente, elle converge dans Ar. Ainsi, la suite (fn)n converge
dans Mr vers fN +

∑+∞
n=N (fn+1 − fn). □

Les deux lemmes suivants sont bien connus dans C.

Lemme 26. Soit P0, · · · , Ps des polynômes de K [z], avec Ps non nul et f une fonction
méromorphe sur Dr. On suppose que pour tout z ∈ Dr qui n’est pas un pôle de f , on a

s∑
i=0

Pi(z)f
i(z) = 0.

Alors, f admet au plus deg(Ps) pôles dans Dr.
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Démonstration. Soit a ∈ Dr un pôle de f . Il existe (m, c) ∈ N∗×K × tel que limz∈Dr
z→a

(z−
a)mf(z) = c. Par continuité,

lim
z∈Dr
z→a

s∑
i=0

(z − a)ms−miPi(z)((z − a)mf(z))i = lim
z∈Dr
z→a

(z − a)ms
s∑

i=0

Pi(z)f
i(z) = 0.

Ceci implique que P (a)cs = 0 et donc P (a) = 0. □

Lemme 27. Soit a ∈ Dr et (fn)n une suite de fonctions méromorphes sur Dr convergente
uniformément vers une fonction f . Si pour tout n ∈ N a est un pôle de fn, alors, a est un
pôle de f .

Démonstration. La convergence uniforme de la suite (fn)n implique qu’il existe (N,m, c) ∈
N × N∗ × K × tel que pour tout entier n ⩾ N , on a limz∈Dr

z→a
(z − a)mfn(z) = c . Par

conséquent, par convergence uniforme, la fonction (z−a)mf tend vers c quand z tend vers
a. De plus, par la Proposition 25, f est méromorphe sur Dr. Ainsi, a est bien un pôle de
f . □
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