TRANSCENDANCE DES DEFORMATIONS DES FONCTIONS
POLYLOGARITHMES EN CARACTERISTIQUE NON NULLE

DAVID ADAM

RESUME. Soit p un nombre premier. En 2005, dans le but de reprouver par la mé-
thode de Wade la transcendance pour n € Z, \N de I' (n), ot I'ss est la factorielle
de Carlitz-Goss, Yao introduit une classe indénombrable de déformations des fonc-
tions polylogarithmes de Kochubei dont il montre la transcendance de leurs valeurs
en 1/Tk (k € N). Dans ce présent article, nous répondons a la question de Yao
d’étendre ce résultat en un algébrique non nul. Nous prouvons ce fait non seule-
ment dans le cadre de la place infinie mais aussi dans celui des places finies. Nous
montrons un résultat analogue pour les déformations de la fonction polylogarithme
de Carlitz.

1. INTRODUCTION

Soit ¢ = p’ (f € N*) une puissance d’un nombre premier p, F, (T) une cléture algébrique
de Fq(T') et Qoo le complété pour la valuation — deg d’une cloture algébrique de Fy (((%))

contenant Fy(T'). Pour r € R, on note Dwo,» le disque
Doo,r = {2z € Qoo | deg(z) < r}.

Dans les année 1930, Carlitz a introduit [8] le premier exemple de module de Drinfeld. On
appelle module de Carlitz défini sur Q le Fg-homomorphisme d’algébres injectif

C: Fq[T] — Endﬂ:q_lin(Ga/Q)
défini par
Cr=T+74
(en fait, Carlitz travaille plutot avec Cr = T'—7%). 1l existe une unique fonction entiére sur

Q, appelée ezponentielle de Carlitz et notée exp., vérifiant les deux propriétés suivantes :
pour tout z € Q

expe(z) = 1 et pour tout a € Fy[T], expe(az) = Ca(expe(2)). (1)

Posons
[0] = 1 et pour tout n € N*, [n] = T7" —T.
Une expression explicite de Pexponentielle de Carlitz se déduit facilement de PEgalité 1 :
+oo an
Vz€Q, expe(z) = Do
n=0
ot I’on a posé
Do =1 et pour tout n € N*, D,, = [n] D

n—1-
Dans [29, Theorem 7.1], Wade prouve que pour tout S € Fq(T") non nul, exp.(8) est
transcendant sur Fq(T). Puisque expe = 1, la série formelle exp.(Z) admet un inverse

dans F4(T)[[Z]], appelée logarithme de Carlitz et noté Log.. Formellement, on a
+oo

1w
Loge(2) =Y L,
n=0
avec
Lo =1 et pour tout n € N*, L,, = [n]Ln_1.
La série formelle Log.(Z) induit une fonction définie sur Dy 4/(q—1) & valeurs dans Q..
Le résultat de Wade implique que Log. () est transcendant sur Fq(7") dés que § est un

élément non nul de Fq(T") pour lequel Log(3) est défini. Dans toute la suite, s désignera
1
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un entier naturel non nul fixé une fois pour toute. Anderson et Thakur en étudiant le T-
module C®* ont été amenés & introduire un analogue Log; ¢ des fonctions polylogarithmes
qui généralisent la fonction logarithme de Carlitz (voir [4]). Le s° polylogarithme de Carlitz
est la fonction définie sur Do sq/(q—1) Par : pour tout 2 € Do sq/(q—1)

+oo sn
L _ (71) q"
Ogs,C (Z) - Z Ls .
n=0 n

Dans [21], Kochubei introduit une deuxiéme sorte de fonctions polylogarithmes en posant

+oo n
Py

Log, xc(2) = Z CE

n=0

Le s° logarithme de Kochubei est défini sur D s. Harada [20, Theorem 0.5] montre que si

a et 8 sont des éléments non nuls de Fy(T') tels que v et B appartiennent & Do 5q/(q—1) €t

Doo,s respectivement, alors Log, . (a) et Log, x(8) sont Fy(T)-linéairemnt indépendants.
En particulier, ils sont transcendants sur Fq(7T'). Les cas Log, x(1) et Log, (1) avaient
déja été obtenus par Wade ([29, Theorem 4.1] et [30]). Dans les années 1930, Carlitz (voir
[9] ou [7]) a introduit un analogue de la factorielle pour F,[T"]. Dans [17] (voir aussi [16]),
Goss montre que la fonction n +— nlc /Tdcg("!C) admet un prolongement continu sur Z,,
noté I's. Dans le cadre de la recherche d’une démonstration par la méthode de Wade de
la transcendance de T'oo(n) pour n € Z, \ N, Yao a introduit une classe indénombrable de
déformées des fonctions polylogarithmes de Carlitz et de Kochubei.

Soit € = (en)nen une suite de Fy. La déformée de la fonction polylogarithme de Carlitz
par la suite g est la fonction, notée Log, . o, définie sur Dy sq/(q—1) Par : pour tout
2 € Doo,sq/(q-1)

+oo an
Logs,gc(z) = anL—;.
n=0
On définit de fagon analogue la déformée Log, .« de la fonction polylogarithme de Ko-
chubei par la suite € : pour tout 2z € Do sq a

+oo q"
z
Log, . x(2) = Z En W
n=0

En utilisant la méthode de Wade, Yao a montré le

Théoréme. [31, Theorem 3| Si la suite € n’est pas ultimement nulle, alors

—+oo

LOgs,g,}C(l) = Z

n=0

En
[n]*

est transcendant sur Fq(T).
Yao pose la question suivante :

Question x. Sila suite g est non ultimement nulle, la valeur Log, . x(«) est-elle transcen-

dante sur Fy(T") pour a € Fg(T') non nul?
Yao annonce que la méthode automatique permet de montrer le

Théoréme. [31, Theorem 4| Si la suite € n'est pas ultimement nulle, alors pour tout
ke N*

+oo c
—k n p—kq"
Log, e c(T™") = L
n=0
est transcendant sur Fq(T).

Yao constate que ces deux derniers Théorémes sont les seuls résultats connus dans la
direction d’une réponse a la Question *. Concernant la fonction polylogarithme de Carlitz,
Yao obtient le résultat plus faible suivant :
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Théoréme. [32, Theorem 1| Si la suite € n’est pas ultimement nulle, la série formelle

400 an
Logséc(Z) = Z enL—s.
n=0 n

est transcendante sur Fo(T)(Z).

En fait, ce résultat est déja une conséquence immédiate de 'analogue du théoréme
d’Eisenstein [6, Lemma 2.1]. Comme le remarque Wade [30], sa preuve de la transcendance
de Logs@oo(l) peut étre modifiée pour obtenir des résultats un peu plus généraux. En
particulier, on peut obtenir le

Théoréme (Wade adapté, [30]). Si la suite € n’est pas ultimement nulle, alors

—+oo
En

LOgs,g,}C(l) = F
n=0""

est transcendant sur Fq(T).

Le Théoréme ci-dessus se déduit aussi de [23, Theorem 3].
Dans cet article, nous donnons une réponse positive a la Question x. Nous prouvons le

Théoréme 1. Soit € une suite de F; non ultimement nulle. Alors, pour tout o € Fo(T) N
Doo,s non nul, Log, . (o) est transcendant sur Fq(T).

Nous montrons aussi que ce résultat est aussi valable pour les fonctions polylogarithmes
de Carlitz :

Théoréme 2. Soit e une suite de Fq non ultimement nulle. Alors, pour tout oo € Fq(T)N
Doo,sq/(g—1) non nul, Log, . o(a) est transcendant sur Fy(T).

Soit P un polynéme irréductible de Fy[T] de degré do, Fq(T)p le complété pour la
topologie induite par la valuation vp-adique de Fq(7T) (normalisée par vp(P) = 1) et
Qp le complété de la cloture algébrique de Fo(T)p contenant Fg(7T). Il existe un unique
élément w de Qp algébrique sur Fy de degré do tel que vp(T — w) = 1. On notera aussi
Q. pour Qp et v, la valuation vp. Le corps Fq(w) sera noté F,. On pose deg,, = —v..
Pour un réel r, on note

Dyr = {2z € Qu | deg,(2) < r}.
Les séries formelles Log, . -(Z) et Log, . x(Z) induisent une fonction définie sur Dy, o
a valeurs dans .. Nous montrons le

Théoréme 3. Soit € une suite de Fq non ultimement nulle. Alors, pour tout 8 € Fo(T)N
Dy,0 non nul,

B
[n]®

“+oo n +oo
Bq
LOgs,g,C,w(ﬁ) = Zgn? et LOgs,g,)C,w(lB) = Z‘E’ﬂ
n=0 n n=0

sont transcendants sur Fq(T).

L. Denis fit la remarquable observation que la méthode de Mahler était bien adaptée
pour Parithmétique des corps de fonctions (voir [10], [11] ou [26]). Malheureusement, celle-
ci fut concommitante a la publication du célébre critéere ABP par Anderson, Brownawell
et Papanikolas [5, Theorem 3.1] et n’a pas eu la publicité qu’elle méritait. Pour démontrer
les Théorémes 1, 2 et 3, nous utiliserons une modification d’une variante de la méthode
de Mahler introduite par Kubota [22]. L’avantage de la méthode de Malher sur le cri-
téere ABP est qu’il n’est pas nécessaire que les fonctions en jeu satisfassent & un systéme
d’équations « rigide ». Cette flexibilité permet d’obtenir des résultats de transcendance
sur des classes indénombrables de fonctions, ce que ne peut obtenir le critéere ABP. Re-
marquant ’apparition de deux quantités transcendantes sur Fy, il est tentant d’essayer
d’adapter la méthode de Mahler en plusieurs variables. Cependant, il est bien connu (voir
[14]) que la méthode de Mahler en plusieurs variables aux places non-archimédiennes pré-
sentent des difficultés structurelles. Dans de rares cas particuliers, ces difficultés peuvent
étres surmontées (voir par exemple [19]). Malheureusement, le contexte dans lequel nous
nous placons ne rentre pas dans le cadre de ces cas. Dans cet article, nous montrerons
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comment le fait de travailler avec des corps de fonctions permet de se ramener en une
seule variable. Ceci répond (trés partiellement) & la demande de Flicker de savoir si la mé-
thode de Mahler peut étre adaptée pour fonctionner dans le cadre de fonctions & plusieurs
variables aux places non archimédiennes, du moins dans le contexte des corps de fonctions.

Dans toute le suite, € désignera une suite de F; non ultimement nulle, autrement dit
que l'ensemble {k € N | €, # 0} est infini. Notons 7o < 11 < --- ses éléments. Soit u
un élément non nul de F, (7). Si F désigne une extension finie de F.,, on notera pr(u)
le polyndme unitaire de F[T] de degré minimal tel que pr(u)u soit un entier algébrique,

c’est-a-dire appartient a la cloture intégrale de F[T] dans Fq(T"). Tout multiple non nul de
pr(u) dans F[T] est appelé dénominateur de u (relativerment a F(T)). On définit la taille
tr(u) de u par :

te(w) = max ( max deg(o(w), deg(pe(u).

ot Hr = Gal(F4(T)/F(T)). Les propriétés de la taille peuvent étre lues dans [25] pour la
caractéristique 0 et leur transcription en caractéristique finie dans [2].

Pour uniformiser les démonstrations & venir, il sera pratique d’étendre les notations
vues ci-dessus dans le cas des places finies au cas de la place infinie en posant w = oo et
deg,, = deg. En particulier Foo = F,. Ceci est compatible avec les notations présentées
en début d’introduction.

L’inégalité de Liouville pour u s’écrit dans notre contexte (voir [33, Lemma 2.1] et [34,
Lemma 4.2])

Proposition 4 (Inégalité de Liouville). Soit K/F(T) une extension finie de degré de
séparabilité Z qui contient u. Alors, on a

deg,, (u) > —2Etr(u).

2. LE CAS LACUNAIRE

Dans ce paragraphe, on suppose que lirf Nn+1 — Nn = +00. La preuve de la transcen-
n—-+oo
dance des valeurs des polylogarithmes de Carlitz et Kochubei se situe dans le cadre des
preuves de transcendance des séries lacunaires (voir [15] par exemple).

Théoréme 5. Soit (un)nen une suite d’éléments non nuls d’une extension algébrique finie
K de F,(T). On suppose que

(a) la suite (un)nen tend vers 0 ;
(b) la suite (3} _, deg,, (ux))n est négligeable devant la suite (deg,,(Un+1))n ;
(c) il existe C € R tel que pour tout n € N, tg, (un) < Cdeg,,(un) ;

(d) il existe N € N tel que la suite (deg,,(un))n=N est strictement négative et stricte-
ment décroissante ;

Alors, 7% uy, existe et est un un élément de S transcendant sur Fq(T).

Démonstration. Clairement, A = Z::E) Uy, est bien défini. On suppose que A est algé-
brique sur F,,(T) et on note Zo le degré de 'extension (F.(7T"))(A)/Fu(T). Pour tout
entier n supérieur & N, soit A, la n® somme partielle de A : A, = 3")'_ ux. Par la stricte
décroissance de la suite (deg, (un))n, on a

deg(A — Ay) = deg(unt1).
Une majoration de la taille de A — A,, est donnée par :

tr, (A — Ap) <te,(A) +C Y deg, (ux).

k=0

L’inégalité de Liouville implique que

deg,, (unt1) > —2Z0(tr, (A) + C > _ deg,,(ux)).
k=0
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Comme "
i —220(te, (A) + O3 deg,, (ur))
n—r-too deg,, (tn+1)
cela est impossible. O

=0,

Appliquant ce théoréme aux fonctions polylogarithmes déformées de Carlitz et Kochu-
bei, on obtient la transcendance de leurs valeurs en un élément algébrique lorsque ces fonc-
NMn q"mn

. . q
tions sont lacunaires. Pour tout n € N, on pose ux,n = €y, ﬂ[nT] (resp. ue,n = €n, ﬂLT)
n

Théoréme 6. On suppose que @ M1 — Nn = Fo00. Alors pour tout B € Fq(T) \
n— oo

{0} tel que deg(B) < s (resp. deg(B) < sq/(q — 1)), Log, o x(B) (resp. Log, . o(B)) est
transcendant sur Fq(T).

Démonstration. On a

deg(ur,n) = ¢"" (deg(B) — s) et te(ux,n) < g™ (s + te(b))

(resp.
qnn+1 _ q"7n+1 —q
deg(uc.n) = ¢"™ deg(B) — 5(1_71 et tr(uc,n) < s 1 + g™ tx ().
Puisque @ Mnt1 — N = +00, la suite (ux,n)n (resp. (uc,n)n) vérifie les conditions du
n—-+00o
Théoréme 5. Par conséquent, Log, . «(8) = 20 ui,n (resp. Log, . ¢(B) = 3120 uc.n)
est transcendant sur Fq(T). O

Si w # oo la transcendance des valeurs des polylogarithmes déformés de Carlitz et Ko-
chubei, considérés comme fonctions de €, en un élément algébrique s’obtient de maniére
identique.

Théoréme 7. On suppose que w # oo et @ Nn+1 — Mn. = +00. Alors pour tout B €
n— oo

Fq(T)\{0} tel que v, (B8) > 0, Log, . « ., (B) et Log, . ¢ ,(B) sont transcendants sur Fq(T).

Démonstration. Soit n € N. On a

degw (u/cﬂ?n) = qnn degw (ﬂ) —$ degw ([77”]) (resp. degw (qun) = q”ln degw (/B) —S$ degw (Lnn ))

Comme deg, (1)) € {~1,0} (resp. deg,,(Ly,) € [~1a,0]) la suite (deg, (ux,y,)nen
(resp. (deg, (uc,n, ))nen) est equivalente & (¢ deg,,(8))n. Les suites (ux,n)n €t (uc,n)n
vérifient les conditions du Théoréme 5. ]

3. ECARTS BORNES

L’ordre en 0 d’une série formelle f(X) =Y, fiX" de (F(T))[[X]] est I'entier naturel

ordo(f) défini par
Ordo(f) = min{i | i1eN, fi # 0},
si f est non nulle. Sinon, par convention, 'ordre en 0 de f est +oo. Clairement, pour
r €N, on a
ordo(f) 2 r<= feT,

ou Z = (X) est I'idéal de (F(T))[[X]] engendré par X. L’ordre en 0 est une valuation
de (F(T))[[X]] qui en fait un anneau complet pour la topologie induite. Une suite (fi =
D ien friXken de (F(T))[[X]] converge vers

f=Y"1X"e (F(T)[X]]
ieN
si et seulement si pour tout ¢ € N, il existe N € N tel pour tout £ > N, fr; = fi. La
valuation ordg de ., [[X]]] s’étend & une valuation sur son corps quotient, le corps Qe ((X))
des séries de Laurent sur {),.
Soit F une extension finie de F,,, 7 un réel strictement positif et D € F[T]. On note
A +,p Uensemble des séries formelles de Q[[X]]

FX) =3 fiX* (VieN fi € Q)

1€EN
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telles que pour tout i € N
fi € F(T), deg(f:) < 7iet D'f; € F[T).

Remarque 8. Toute série formelle f(Z) = 3 . ;anZ" de 45 p induit une fonction,
que ’on notera ]?7 définie sur Dy min(—r,deg, (D)) & valeurs dans ), en posant pour tout
z € Dy min(—r,deg,, (D))
flz)= Z anz".
n=0

Lemme 9. Soit a € Dy min(-r,deg,, (D)) L’application oo : Mr,rp —+ Qu, f+— f(a) est
un morphisme d’anneau continu.

Démonstration. L’application o, est évidemment additive. Pour tout f € .#% - p, on a
Iinégalité

deg,,(f(a)) < (deg, (a) — min(—7, deg,,(D))) ordo(f)
; ce qui montre la continuité de o, en 0. Clairement, o, est multiplicatif sur les monoémes
de ¥, -, p. Par continuité et additivité, on obtient la multiplicativité de o4 sur 4% - p. O

Le lemme suivant est trivial

Lemme 10. Soit f € Mr . p et a € F[T] non nul. Alors af et f/a appartiennent respec-
tivement G My r4deg(a),p €t M r.ap. Si un polynéme Dy de F[T| divise D, alors Mr - D,
est inclus dans Mr +.p.

Les propriétés algébriques et topologiques de .#r,-,p sont résumées dans la

Proposition 11. L’ensemble My -, p est un sous anneau complet de F(T)[[X]].

Démonstration. La série formelle constante 1 appartient & .#F . p. La stabilité par ad-
dition de .#r - p étant évidente, il suffit de vérifier la stabilité pour la multiplication.

Posons
= fiX"etg=) gX"
€N ieN
Ecrivons
f(X)g(X) = ZhiXi avec h; = kagi_k.
ieN k=0
On a
i) < i—k) < . — k) < 71,
deg(h;) kgl[[aé]] deg(frgi—x) kIél[[%ﬁ_]] Tk+7(i—k) <11
et

D'h; = D" fiD" *g; € F[T].
k=0
Pour montrer la complétude de 'anneau .#% -, p, il suffit de vérifer qu’il est fermé. Consi-
dérons une suite (fn)n de A, p convergeant dans F(T)[[X]] vers la série formelle f.
Ecrivons pour tout n € N, f,,(X) = > k>0 an X" et f= > k>0 ar X". Pour tout k € N, il
existe N € N tel que pour tout entier n > Ni, on ait an,r = ax. Comme pour tout n € N,
D¥ay, ,, € F[T] et deg(ay,n) < Tk, on a

deg(ax) < 7k et D*ay € F[T).

On en déduit le

Corollaire 12. Soit f une série formelle de a + X My +,p avec a € F[T]\ {0}. Alors f
est inversible dans (F(T))|[[X]] et son inverse appartient & Mg, 1 deg(a),aD-
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Démonstration. Posons f(X) = a+ g(X) avec g € XM - p. On a f(X) =a(l+ @)
La série formelle f est inversible dans (F(T"))[[X]] d’inverse

ﬁ - (Q(j())n

n>0

Le Lemme 10 et la proposition précédente permettent de conclure. O
Soit f € . - p. Pour tout k € N, on écrira
FAX) =D fraXt.
ieN

D’aprés ce qu’il précede, f* appartient & .#, -+ p.
La hauteur du polynome P € (F(T))[X],

POX) =3 pX' (n €F(T)),

est le réel
ht(P) = max deg(p;).

i€[0,m]
Fixons pour le moment un entier naturel §.

Lemme 13. [l existe un entier naturel us, tel que pour toute série formelle f de M.+,
il existe des polynémes Psg,- -+ , Ps s non tous nuls de (F[T])[X] de degré en X inférieur
a 9 et de hauteur inférieure a pus ayant la propriété que

ordo(Hs,x (f(X))) > 6%+,
ot Hs x(Z) = 30y Psi(X)Z".
Démonstration. Pour tout k € [[0,d], on considére les polynomes

Pop(X)= > psxaX'  (psxs € F[T)).

1€[0,5]
On a alors
B B _
SRk X)) =D (D] poka XY friXY)
k=0 k=0 1€[0,0] ieN
= ZCZXZ
iEN

avec

5
ci = Z Z Ds, k1 fr i—t (2)

k=01€[0,min(,6)]

Ainsi, pour que la série formelle 22:0 Ps x(X)f*(X) appartienne a 162+5, il suffit que
pour tout entier naturel i strictement inférieur a 6 + 8, le coefficient ¢; soit nul. Par la
Proposition 11, on a pour tout i € [0, 5% + &,

D%, € F[T] et deg(c;) < 7(82 + 6).

Un lemme de Siegel (voir [1, Lemme 11]) montre qu’il existe us- € N et un polynéme
non nul Py de ((F[T])[X])[Z] de degré en X inférieur & 0 et de hauteur inférieure a
ps = 176%(8 +1)% + 1 tels que ordo(Py(f)) = 6% + 4. O

Dans la suite, q désigne un entier supérieur a 2.

Lemme 14. Soit Py, -+, Ps des polynomes de (F[T])[X], = et yr (k € N) des éléments

de Fo(T) et m un réel positif. On suppose que pour tout k € N, yi est de taille inférieure
a mq®. Alors, pour tout k € N, on a

5
(S RE ) < ma (P + 3(tx (@) + T)a"-
=0 ’



8 DAVID ADAM

Démonstration. Soit j € [0, d]. Pour tout o € H, on a
s
d Pz )yl < ht(P;) + 8q" max(0,@) + dmq"*
cg (w(; (@ Yyn,)) | < e B(P;) + 6" max(0,1@) + dig

< max ht(P;) + 6(m + max(0,r))q"*.
j€l0,4]

k

De plus, (pan (:U)p]y(yn,c))5 est un dénominateur de Z?:o Pz )y, - Puisque

deg ((pq . (l‘)pﬂ?(ynk))é) < 6q™* (tr () +m),

le lemme s’en suit. O

Soit (fn)n une suite de .#, - p. Par le principe des tiroirs, il existe une suite extraite
fs = (fs,n, )k et des polynémes Psp,- -, Pss de (F[T])[X] de hauteurs inférieures a ps
ayant la propriété que, pour tout £ € N, on ait

ordo(Hs g5, x (fsny (X))) = 6° 46,
ott Hsgy. x(Z) = Y2)_o Ps.(X)Z".

On suppose qu’il existe une infinité d’entiers § tels que la suite (ordo(Hs.;,x (fr, (X))))&
est majorée. -
Quitte & extraire une sous-suite de fs5, on peut supposer (encore par le principe des tiroirs)
qu'il existe un entier u > §% + § tel que pour tout k € N,

ordo(Hs,g5,x (f5,n,, (X)) = u.

Notons S un élément de Fq(7T") non nul avec deg,,(8) < min(—7,deg,, (D)).

Pour tout entier naturel k, on pose vy = ﬁs £ ga"h (fnk (BY*)).
Proposition 15. Il existe un réel cg; et un entier ke; tel que pour tout entier k > ke;, on
ait
deg,, (tr) = cg5 +uq"* deg,,(B).

En particulier, ti est non nul.

Démonstration. Pour tout ¢ € N, écrivons
' l
fr (X) = Z Frg,ia X'
lEN

On a (par 'Egalité 2)

5
1
t = E ek X', avec cp; = E E Do,k f g vi—1-

i>u 3=01€[0,min(3,5)]
Pour tout ¢ > u, on a
deg(ci) < 71+ ps-
Comme D'c; appartient & F[T], on a
deg,,(¢;) < —ideg, (D).
Puisque par définitition de u, ¢, # 0 et que D"c, € F[T], on a deg(cu) > —udeg(D) et
deg,, (cu) = —(7 + deg(D))u — ps

si w # 4o00. Dans les deux cas w = oo et w # 0o, on obtient que pour tout k € N et tout
entier ¢ > u,

deg,, (cuB""") — deg,, (i) > q"* deg,, (B)(u — i) — (7 + deg(D) + deg,, (D))u — is

—q" deg,, (8) — (7 + deg(D) + deg,, (D))u — pis
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Comme deg,,(8) < 0, il existe un entier ke, tel que pour entier k > kg, , on ait pour tout
entier i > u, deg,, (cy8"" ") > deg,, (¢c;3""). On en déduit que

deg,, (tx) = deg,, (cu""") = deg,,(cu) +uq"™* deg,, ()

On suppose qu'il existe une extension finie K de F(T) de degré = telle que
(HM) pour tout k € N, fr(87) = arfo(B) + bi ot (an, bi) € K2;
(H(z)) il existe un réel m tel que pour tout k € N, tp(ax) < mqk et tr(bi) < mqk.
Théoréme 16. Supposons qu’il existe une infinité d’entiers naturels § tels que la suite

(ordo(Hs t5,x (f5,m, (X))))k soit majorée. Alors fo(B) est transcendant sur Fq(T).

Démonstration. Posons t = tz(fo(53)). Quitte & considérer le corps K (8) au lieu de K, on
peut supposer que § est un élément de K. Pour tout £ € N, on a

te(Fu(B7)) < t+2mg" < (t+ 2m)q".

Soit § un entier naturel tel que la suite (ordo(Hs,g;,x (f5,n,,(X)))), soit majorée. D’aprés
la Proposition 14, on

tr (k) < pis + 0(te(B) + (t+2m))q"" .
L’inégalité de la taille et la Proposition 15, appliquées a tj qui est non nul, impliquent que
deg,, (cu) +uq"* deg,, (8) > —25(us + 6(ts(B8) + (t+ 2m))g"").
En faisant tendre k vers +o0o, on obtient que

22§
deg,,(8) >

Se rappelant que u > 6% + 8, on aboutit &

(t+ 2m).

deg_(8) > 5_%51(** 2m).

Comme ¢ peut étre choisi aussi grand que 'on veut, on en déduit que deg,(8) > 0, en
contradiction avec 'hypothése deg, (8) < 0. O

4. UN CRITERE DE TRANSCENDANCE POUR LES SERIES FORMELLES

Soit (', |.]) un corps valué complet non-archimédien algébriquement clos dont le corps
résiduel est infini, R et r des réels appartenant a |.7'| tels que r < R. Nous présentons
un critére de transcendance pour les séries formelles qui nous sera utile dans la suite.
Pour les notions d’analycitét méromophie abordées dans ce paragraphe, on pourra se
rapporter a ’Appendice en fin d’article. Pour r € ||, on note %, le disque ouvert
Dy ={ze€ X ||z| <r}

Lemme 17. Pour tout n € N, soit fn une série formelle de X '[|[Z]] qui induit une série
entiére sur 9. On suppose que le suite (fn)n converge vers f dans #'[[Z]] et que la suite
des fonctions induites sur 9, converge uniformément vers une série entiére g. Alors g est
la fonction induite par f sur D..

Démonstration. Posons f(Z) = 37, arZ"® et pour tout n € N, fn(Z) = 2 k>0 an 1 Z".
Pour tout k£ € N, il existe un entier Nj tel que pour tout n > Ni, ar = an,x. Posons
9(2) = Xiso biz". Par le principe du maximum [27, Theorem 42.2], on a pour tout
(k,n) € N?

b = an el <778 fu = gllrs
et ainsi pour tout n > Ng, on a

|br — ak| < Tﬁk”fn = gllr-

Puisque la suite (f»)n converge uniformément vers g sur %,, en faisant tendre n vers +oo,
on obtient que bx = ag. O
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Théoréme 18. Soit (r,), une suite strictement croissante de | % |N[r, R[ et (fn)n une
suite de séries formelles de ' [[Z]] qui converge vers f dans J[[Z]] telle que pour tout
n € N, la série formelle f, induit une série entiére fn sur D». On suppose que la suite
(fn)n converge uniformément sur 9, disons vers f Si pour tout entier s, il existe une
fonction méromorphe gs définie sur Pr, dont f est la restriction sur 9, et s’il existe une
partie Ss de Py, de cardinal au moins s telle que pour tout entier n > hs la fonction gs
admet un pole en tout point de Ss, alors la série formelle f est transcendante sur # (7).

Démonstration. On raisonne par ’absurde. Il existe des polynémes Py, - -, Ps de J[Z]
avec Ps # 0 tels que

Z Pi(Z)f(Z) =0.

Posons ds; = 1+ deg(Ps). Par hypothése, la suite des séries entiéres (f,)n converge sur 2,
vers une fonction analytique f qui est la restriction sur %, de gq,. Par le lemme précédent,
f est la série entiére sur &, induite par f. Ainsi, on a pour tout z € 2,

> Pi(2)f'(z) = 0.
1=0

Comme gq4, est méromorphe sur Z,, , il existe des fonctions analytiques f1 et f2 sur Zr,_
telles que ga, = f1/f2. Pour tout z € Py, qui n’est pas un pole de gq,, on a

f2(2) Z Pi(2)ga,(2) = Z Pi(2)fi(2) 57" (2).

Comme la fonction analytique Y7 P;(2)fi(2)f5 *(z) est nulle sur Z,, par le théoréme

de prolongement analytique, elle est nulle sur Z,, . Ainsi, pour tout z € Z,, qui n’est
pas un poéle de gq4,, on a

" Pilz)gh. (2) = 0.

Par le Lemme 26, gq, admet au plus deg(Ps) poles sur Dr,, - Mais ceci est contradictoire,
puisque g4, a au moins ds > deg(Ps) poles sur Dry, - O

5. APPLICATIONS

Soit 1(Z) et m(Z) deux séries formelles de ZF[[Z]] non nulles. Ces séries formelless
induisent sur D, ¢ deux séries entiéres que I’on note respectivement I et m suivant notre
convention vue dans le paragraphe précédent. La remarque triviale que pour tout z € D, o,
on a

deg,,(m(z)) = ordo(m) deg,,(2)
a pour conséquence le

Lemme 19. Soit | € N* et m = ordo(m). Posons

_jyr st w = 00,
T\ T-w 81w # 00.

(1) L’équation m(z) = wl/ql admet, comptées avec multiplicité, exactement m solu-
tions dans D, 0, toutes de méme valuation. On note 3,Cn,lDw,0 l’ensemble de ces
solutions, et on en fize une, notée 3.

(2) La suite (deg,,(31))ien+ est strictement croissante, indépendamment du choiz ef-
fectué.

Démonstration. Posons z; = 'yl/ql, qui est un élément non nul de D, 0. Le polygone de
Newton de 1 — m(z)/z; est de la forme
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(’I’h,’U(Zl))

c’est-a-dire un unique segment de pente non nulle reliant (0,0) & (m,v(z)), suivi d’un
segment horizontal. D’apreés [17, Proposition 2.9], un tel segment correspond a exactement
m zéros dans D, o, comptés avec multiplicité, tous de valuation —v(z;)/m. Ces zéros sont
exactement les solutions de m(z) = z;; on en fixe une, notée 3;.,. Ceci prouve le premier
point.

l
Comme 2z} =+, on a

deg, (M(3)) _ deg, (s0) _ deg, (7).

de =
8. (31) 7 - J
ce qui donne la stricte croissance de la suite (deg,, (31,u)i- O
Pour n € N, posons
1—Tm?" (Z) si w = oo,

Dy (%) ={

Pour 9 € {0,1} et k € N, on pose

P =

m? (Z2)+w? —T siw#oo.

D¢ (2) sio=0,
[, Dy (Z) siv=1,

et on définit la série formelle Fy""°(Z) par

lqn (Z)
F]:J’D(Z) = Z€n+de.
n=>0 P’ﬂy (Z)S
On note 3m = U;c= 3m.i-

Lemme 20. Soit z € Dy0 \ 3m. Alors, la série Zn20 5n+kd§f’#

(2)° converge.
z

Démonstration. Puisque la suite (deg,(m? (z));) est strictement décroissante, la suite

(deg,, (D (2)): est nulle & partir d’un certain rang No(z). Posant m, = 0<lm]ivn( ) deg, (5;" (2)
SI<No(2z

(qui est bien fini par hypothése), on a deg, (F,‘;’a(z)) > nm.. Ainsi

'\21’71
deg,, (i(z)) < —q¢" — nm.,
B(2)

qui tend vers —oo quand n tend vers co. O

Lemme 21. Pour tout d € {0,1} et tout k €N, on a F;"° € My | rad e

Démonstration. La série m(Z) appartient & .#r,1. D’aprés le Lemme 10, D5, (Z) ap-
partient & .#r,1,1 si w = 00, et & M\ 7 si w # 0o. Par la Proposition 12, Dy (Z)

est inversible et son inverse appartient au méme anneau, qui est inclus dans L%/]F L7ad T

par le Lemme 10 (les polynémes 1 et T — w?  divisent T — T, puisque wl’ = w). Le
produit [];-, Df’(Z) est donc également inversible d’inverse dans %]FylqudiT. Comme
1" (Z) € Mz, la Proposition 11 donne le résultat. O

Pour une série (formelle ou entiére) f = Y _\ un, on note Sn(f) = Y p_ux sa n’
somme partielle. Posons p,, = ¢¢ siw =00, et p, =1 sl w# oo. o
Dans la suite, on suppose que lirf Mn+1—"x est finie. On pose M = 2+ E( liIJIrl Nn4+1—
n——+00 n——+oo

77n)‘
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Proposition 22. Pour tout d € {0,1}, la suite (Fy""°)ken admet une valeur d’adhérence
transcendante sur (Fq(T))(Z).

Démonstration. Puisque I'ensemble E_1 = {Sy—1(F°) | k € N} est fini, par le prin-
cipe des tiroirs, il existe un entier ig tel que I'ensemble Ey = {k € N | SM_l(FiO’D) =
Sy—1(F, ,:J D)} est infini. Par récurrence, on construit une suite strictement croissante d’en-
tiers naturels (in)n telle que ’ensemble

En={k € En_1| Sam—1(F°) = Snn—1(F%)}

n

est infini. En particulier,
ordo(F2°(2) = F2°,(2)) 2 ¢+,

et la suite (F:‘:La)n est de Cauchy dans ///]F,I,qu B

F“?_ Soit n un entier naturel. Par le Lemme 9, la fonction induite par FZ’O sur Dy, _1 est
la fonction

r» donc convergente vers une série formelle

Fot(z) = ervina (z)

i«
>0 P70 (2)*

Soit z € Dy,,—1. On a degw(ﬁﬁ’a(z)) = 0 et ainsi

"‘217’1,
deg,, (W) < —q",
P ()

la suite (FZD)” converge uniformément sur D, 1 vers une fonction analytique Im sur
D.,1. Soit s € N. Par hypothése sur la suite (1, )n, il existe au moins s entiers naturels
Yi,n,s, " »Ds,n,s Strictement inférieurs & s M tels que chaque ;.5 (i € [1,5]) est non nuls.
Par le principe des tiroirs, il existe un ensemble infini Js d’entiers naturels tel que pour
tout i € [[1,5], il existe un entier naturel ¥); ; ayant la propriété que ;s = 9 n,s pour tout
n € Js. On pose rs = deg,, (35 11)- Maintenant, on fixe n € Js et i € [1,s]. Pour tout
2 €Dy, \ (Du,r, N3m), on a

st:1 Bf(z) _ Hls:a(3+1)+(1fa) Dy (z)

Py (z) Dy (2)

T
Hl:v(3+1)+j(1—n)

[T, DY (2)

S
ST ) se prolonge en une
J

Par conséquent, pour j > 0,5, la fonction hj s := z — (

fonction analytique sur D.,,r,_, que l'on note encore h; ;. Comme pour tout z € Dy r,_,,
on a

—¢’ ordo (1) deg, (2) — j < deg,, (1" (2)h;5(2)) < —¢ ordo(V)ra-1 + 5, 3)

- = . ) _—
la série gn,s(2) 1= 3, 5 €j+inal® (2)h;,s(2) converge uniformément sur Dy, _, . Notons
Cin,s = limz ;. gn.s(2). On obtient que
1,8

~3J
Cims = D Erinal” Gy )hn;(353) (4)
J>0s,s

Si s est suffisamment grand, toujours par les Estimations 3, les suites

~i
(deg,, (1" Gy ) is (G5is)))j>vas
sont toutes strictement décroissantes. On en déduit que

deg, (€ina) > min  —q ordo(l)deg, (55) . (5)

£t imd 0
Encore une fois, les Estimations 3 montrent que la suite de fonctions (gn,s )nez, converge
uniformément sur D,,,,_, (vers une fonction analytique que I’on note gs). Puisque la suite
(min{j > a5 | €j4ind # 0})neg, est bornée par hypothése sur la suite (7, ), on en déduit
que la suite (¢in,s)ney, converge vers une limite non nulle d’aprés I'Inégalité 5. Comme
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la suite (([T;_, DY (z))SS/\(Fw’D)(z))nggﬁ est constante et analytique sur D, , pour

Ds,s in

n assez grand, ’égalité, valable pour tout z € Dy r,_; \ (Dw,re_; [13m)
S5
Gne(2) = ([T D7 ()" (Fi2®(2) = Sy (F)(2) )
1=1

montre que la suite ((Hle DY (z))sl‘i‘j’la(z)) o, Converge vers une fonction analytique

sur Dy, _,. Le fait que

5
tim (TIDP ) Sy (F)(=) =0
Vi,s =1

implique que la suite de fonctions ( F°(z2) converge vers une fonction méromorphe
tn neEJs

~

Fs sur D, , avec des pole en 33— (i € [1,5]). Par la Proposition 18, la série formelle

F“? est transcendante sur Fq(T)(Z).
]

La proposition suivante, prouvée dans un cadre plus général dans [3, Proposition 25|,
permet 'usage de la méthode de Mahler en une seule variable dans notre contexte.

Proposition 23. Soit 81 et B2 deux éléments de Fy(T) de valuation strictement positive.

Il existe u € Fy(T) de valuation strictement positive et une extension finie F de F, tels
tels que B et B2 appartiennent a uF[[u]].

Démonstration. Notons K le corps Fy(T)[51,82], O = {s € K | v(s) > 0} 'anneau de
valuation discréte de K associé & v, 9% son idéal maximal et v un paramétre de O. En
particulier, u est de valuation strictement positive et est algébrique sur Fq(T'). Le complété
K de K pour la topologie v-adique est une extension finie de Fq(7T),, donc est un corps
local. Son corps résiduel k est (a4 isomorphisme prés) une extension finie F de F,. L’anneau
de valuation O de K étant le complété de O (voir [24]), il est égal a F[[u]]. Ceci conclut

la preuve puisque que (31 et (B2 appartiennent a 9t qui est inclus dans uO. O

Nous montrons maintenant comment la Proposition 22 et le Théoréme 16 impliquent
les Théorémes 1, 2 et 3.

Rappelons que dans ce paragraphe, on a supposé que @ Nn+1 — Nn est finie.
n—-+oo

Soit Log I'un des polylogarithmes déformés considérés dans cet article et o un élément
de Fy(T) non nul, appartenant au domaine de convergence de Log. Pososns F = FF.,, et d
son degré sur F,. Le tableau suivant résume, pour chacun des quatre cas, le choix de la
place w, du paramétre §, de la constante A, et des valeurs m(u), I(u) :

Log(a) ‘ Domaine de « ‘ w ‘ 0 ‘ A ‘ m(u) ‘ I(u)
Log, o k(@) Deo,s oo | 0 T° 1/T a/T°
Log, . ¢(a) Deosq/(q—1) | 0 | 1 Tea/a=) | 1T | o7/ (@D

Log, ¢ ic o (@) Do w [0 1 T-w a
L0g, ,¢,.(@) Do w1 1| T-w o

Pour chacun de ces cas, la Proposition 23 s’applique car m(u) et I(u) sont des éléments
de Fq(T) de valuation strictement positive. Elle fournit donc u € F4(T") de valuation
strictement positive, une extension finie F de Fy de degré d > 1 et des séries m et I de
ZF([Z]] satisfaisant les conditions du tableau. Par construction de F,‘:"S, on a alors

Log(a) = AFZ" (u).

Par le Lemme 13, la Proposition 22 et le principe des tiroirs, il existe une suite d’entiers
naturels (n)ren telle que la suite (FT“L’);‘S(X))%N admette une limite .# transcendante sur
Fq(T)(X), un entier naturel ps, et des polynémes Ps, ..., Ps,s non tous nuls de (F[T])[X]
de degré en X inférieur & § et de hauteur inférieure & us ayant la propriété que

ordo(Hs,x (F° (X)) = 6%+,
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ou Hsx(Z) = 30_, Ps.i(X)Z". Puisque .Z est transcendante sur Fo(T)(X), par conti-
nuité de la fonction ordo, la suite (ordo(Hg,X(FT‘:’};‘s(X))))keN est bornée.
Un calcul élémentaire, utilisant la définition de F,‘:"s et le choix de m, [, montre que

E ™) = axFg® (u) + by,
ol ak,by € K sont des éléments de F(T,a) vérifiant les hypotheses (H™V) et (H®) du
Théoréme 16. Par le Théoréme 16, F¢*° (u) est transcendant sur F,(T), et ainsi Log(a)

Pest aussi d’aprés (1).
Cela prouve les Théorémes 1, 2 et 3.

6. APPENDICE

Soit (', |.]) un corps valué complet non-archimédien algébriquement clos dont le corps
résiduel est infini. On consdiére un réel r dans |# | et on note 2, le disque ouvert de
rayon r centré en O :

Dr={ze€ X ||z| <r}

Définition 24. Une fonction f de %, dans J# est dite analytique s’il existe une suite
(an)n de A telle que pour z € Z,, on ait

oo
flz)= Z anz".
n=0

Il est connu [27] que toute fonction analytique f sur 2, est développable en série de
Taylor d’un point zo de 2 : il existe une suite (b,), de £ telle que pour tout z € Z,,

“+oo
F(2) =3 balz — 20)".

On en déduit que tous les zéros de f sont isolés [12, Corollary 14.11]. Ceci permet de
montrer que 'ensemble A, des fonctions analytiques sur Z, est un anneau intégre. Il est
complet pour la norme infinie (voir [27, Proposition 42.2]). Le corps des fractions M, de A,
est le corps des fonctions méromorphes sur Z,. Les singularités d’une fonction méromorphe
sont soit apparente soit un poéle. Si a € 2, est un pole d’une fonction méromoprhe f ,par
[12, Corrolary 23.16], il existe (m,c) € N* x ™ tel que lim,cg, (z —a)" f(z) = c. Si f
est prolongeable par continuité sur %, et son prolongement cozn?ianu sur %, que ’on note
encore f, est borné sur %, on note || f|| = sup,cq, |f(2)| sa norme infinie. Clairement, la
norme infinie sur M, prolonge la norme uniforme sur A,. On dit qu’une suite (fy), de M,
est une suite de Cauchy si pour tout entier n suffisamment grand, la fonction fn4+1 — fn
est prolongeable par continuité sur %,, son prolongement par continuité sur ce disque est
borné et la suite (|| fn+1 — frnl|)n converge vers 0. L’auteur remercie Escassut pour lui avoir
fourni le schéma de preuve de la proposition suivante que ce dernier a annoncée au détour
d’une remarque dans [13, Chapter CJ.

Proposition 25. Le corps M, est complet pour la norme infinie.

Démonstration. Soit (fn)n une suite de Cauchy et N un entier tel que que pour tout
entier n > N, la fonction fy+1 — fn soit bornée sur 2.\ (Sy, , USy, ). Nécessairement, la
fonction fn41 — fn est sans pole dans Z,. Par [12, Theorem 32.4], la fonction fr41 — fn
est analytique sur Z,. Puisque A, est complet et que la série Zn> N(fng1 — fn) est une
série de A, absolument convergente, elle converge dans A,. Ainsi, la suite (f,)» converge
dans M, vers fn + IOON(an — fn). O

Les deux lemmes suivants sont bien connus dans C.

Lemme 26. Soit Py, -, Ps des polynémes de J [z], avec Ps non nul et f une fonction
méromorphe sur Z,. On suppose que pour toul z € D, qui n'est pas un pole de f, on a

Z Pi(2)f'(z) = 0.

Alors, f admet au plus deg(Ps) poles dans D.
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Démonstration. Soit a € 2, un poéle de f. Il existe (m,c) € N* x ™ tel que lim,cqg, (z —

z—a
a)™ f(z) = c. Par continuité,

S

lim Z(Z —a)™ M Pi(2) (2 — )" f(2)' = Jim (2 —a)™ Z Pi(2)f'(2) = 0.

Ceci implique que P(a)c® = 0 et donc P(a) = 0. O

Lemme 27. Soit a € 9, et (fn)n une suite de fonctions méromorphes sur 9. convergente
uniformément vers une fonction f. Si pour tout n € N a est un pole de fn, alors, a est un
pole de f.

Démonstration. La convergence uniforme de la suite ( f,,), implique qu’il existe (N, m, c) €
N x N* x £ tel que pour tout entier n > N, on a lim.cqg, (2 — a)™ fa(z) = ¢ . Par
—

z a
conséquent, par convergence uniforme, la fonction (z —a)™ f tend vers ¢ quand z tend vers
a. De plus, par la Proposition 25, f est méromorphe sur Z,. Ainsi, a est bien un pole de
[ O
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