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Note Sur N Le Deuxieme Rayon de Courbure de
I’Ellipsoide de Révolution

ABDELMAJID BEN HADJ SALEM*

ABSTRACT. In this note, we study the intersection of the ellipsoid of revolution with a plane orthogonal
to the tangent plane at a point on the ellipsoid to show that the second radius of curvature of the ellipsoid
(denoted N as the great normal) coincides with the radius of curvature of the ellipse intersecting the plane
and the ellipsoid at the point in question.

RESUME: Dans cette note, on étudie I'intersection de l'ellipsoide de révolution avec un plan orthogonal au
plan tangent en un point de I’ellispoide pour montrer que le deuxieme rayon de courbure de l’ellipsoide
(noté N la grande normale) se coincide pas avec le rayon de courbure de I'ellipse intersection du plan et
I'ellipsoide au point en question.
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1. NOTATIONS ET CALCULS PRELIMINAIRES

On va étudier 'intersection d'un ellipsoide de révolution (E) et un plan perpendic-
ulaire au plan tangent en un point M, de I'ellipsoide le long du vecteur tangent. On
commence par:

- déterminer les coordonnées du point opposé au point My qui coupe 1ellipsoide
(E) qu’on note par M;. On appelle le milieu du segment My par O;.

- on procede a un changement de repere soit le passage du repere orthonormé (O, i, j, k)
au repere orthonormé centré en O;. On définira les vecteurs de base de ce dernier.

1.1. Calcul Préliminaires.

1.1.1. Calcul des coordonnées du point M;. Dans le plan rOz (Fig. 1) avec r et k les
vecteurs unitaires des axes Or et Oz, on peut écrire:

o = N(po)cospo
1.1 My = .
(1.1) 0 { 20 = N(po)(1 — e?)sinpg
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FIGURE 1. Calcul des coordonnées du point M;

a
V1 — e2sin2pg

la premiere excentricité de 1’ellipsoide de révolution (E).

avec respectivement N = MyL = la grande normale, a le demi-grand

2 _p2
ete =

a2
Dans le repere (O, i, j, k) les coordonnées de M sont:

xo = N (po)cosppcosg
(1.2) My =< yo = N(po)cosposino
20 = N(po)(1 — €*)sineo

On considére le repere orthonormé local en My (ey, ey, €,,) défini dans la base orthonor-
mée (4, j, k) ol ey, est tangent au paralléle passant par M et dirigé vers I'Est, e, tangent
a la méridienne, dirigé vers le nord et e,, porté par la normale a l'ellipsoide (E) dirigé
vers le zénith.

Les composantes des vecteurs de la base (ey, ey, €,) dans le repere (O, 1, j, k) sont
comme suit:

—sinAg —5iNPECosAg COSPECOSAQ
(1.3) ex= | coshg ; e, =| —SinwosinAy ; e, = | COSPYSINAg
0 cospo sinwg
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Les équations paramétriques de la droite passant par M, et normale a l'ellipsoide sont:

T = a0 + t.cosppcosg
(1.4) MoM = OMy+te, =< y=1yo+t.cosppgsinrg , te€R
z = zg + t.sing

Le point M, appartient a l’ellipsoide, ses coordonnées vérifient I'équation de l'ellipsoide
de révolution:

x%—i—yé 2—3:1

a? b2
Pour ¢t = 0, on retrouve le point M. Pour déterminer les coordonnées de M;, on
remplace les équations (1.4) dans 1’équation (1.5) ce qui donne:

(1.5)

(o + t.cosppcosig)? + (Yo + t.cosppsinig)? n (20 + t.sinepp)?

a? b2 =l=
2 2 2 2 2 2 i 2 . 2
s+ zZ COS“pnCos* Ay + cos*pgsin\ sin
0 290+(2)+t2'< ©0 0 g ©0 0, 900)+
b a b2
(16) Iy (xocosgoocosAo —i;yocoscposin)\g N zosi;wo) _
a b
Utilisant les équations (1.2) et (1.5), on obtient apres des simplifications I’équation:
2 9 2 2Y o2
cos sin cos 1—e%)sin
17) y [t( a;ﬁo n b2<P0> 2N < a;ﬂo n ( b)2 @0)} _0

Il s’ensuit:

t =0, ontrouve lescoordonnées du point My,

2 2 2 2N o2
cos®py  Sin“yg cos“py (1 —e)sin‘gg
t ( 22 + B2 ) + 2Ny ( 22 —+ ® =0
1 1-é?
On utilise la formule — = €
a b2
tricité de (E), la derniére équation devient:

,ete? = e?/(1 — e?) le carré de la deuxiéme excen-

2Ny

2 12 02 2y _ —
(18) t(l-@)(l‘i‘@ SZTZQOQ)+2N0(1—6)—0:> t__]_—I—G/Q—SZTLQQOQ

Pour faciliter les calculs, on pose:

1 e?sin’q

(1.9) o —« =t =—-2Np.«x

= — 1 e [
1+ e2sinpp’ 1+ e2sin2¢g

Utilisant I’équation (1.4), les coordonnées (x1, y1, 21) du point M; sont:

x1 = xo + t.cospgcoshg = xg — 2z = xo(1 — 2a)

(1.10) M o= V1=W+ t.cosposinio = Yo — 2yoa = Yo(1 — 2a)
: 1= 200 >

Z1 :Zo+t.375ng00220*220ﬁ:20 1*1_762
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1.1.2. Calculons la distance d = MyM;. :

4.N2
(14 e2sin¢p)?

d? = (zo—21)%+ (yo — y1)® + (20 — 21)2 = 4NZ.a? = —

2N,

T 1t e2sin2pg

1.1.3. Calcul des coordonnées du point O1. Les coordonnées du point O; milieu du seg-
ment MyM; sont:

2(0y) = 22 ; "L 2o.(1— @)
+
(1.11) 014 y(O1) = % =y0.(1 —a)
20+ 21 o
Z(Ol): B = 20- <1— 1—€2>

2. DETERMINATION DE L'EQUATION DE L’ELLIPSE

Pour trouver les équations de l'ellipse intersection de ’ellipsoide et du plan normal
au point My le long de la tangente au paralléle ¢ = ¢ qu’on note par (P), on consideére
le repere orthonormé plan (Oq, ey, e,,). Un point M (x, y, z) de l'ellipse est défini comme
suit:

OM = 00 + X.ey + Y.e,, = les relations liant(z,y,2) a X, Y =

(2.12) x =x(01) — Xsin\g + Ycosppcosg
(2.13) y =y(01) + XcosAg + Ycospgsing
(2.14) z = z(0O1) + Ysingg

avec (X, Y) les coordonnées de M dans le repere (Oq, ey, €,,) situé dans le plan (P).

2.1. Equation du plan (P). Le plan (P) est orthogonal au vecteur unitaire e:
e, = (—singocosg, —singosing, cospo)T, le plan passe par le point M, d’ou1’équation
du plan (P):

—singocosAo(z — xo) — singpsinAo(y — yo) + cospo(z — 29) = 0 =
(2.15) z = 20 + tgpocosio(x — o) + tgposinAo(y — yo)
2.2. Détermination de I’équation de I’ellipse. Un point (z,y, z) appartient a l'ellipsoide
(E), alors ses coordonnées vérifient:
224?22

b2

(2.16) —1

a2
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z (P)
en

(E)

FIGURE 2. Intersection du plan(P) et l’ellipsoide (E)

On remplace les équations (2.12-2.13-2.14) dans 1’équation ci-dessus, on obtient I’équation:

(2(01) — Xsin\g + Ycospgcosho)? + (y(O1) + Xcoshg + Y cospgsing)?+

1 . 2 2
m(z(Ol) + Ysingg)” = a® =
22(01) + X2sin%\g + Y2cos?pgcos®Ng — 22(01) X sinhg + 22(01)Y cospocoshg — XY cosposin2g

+y2(01) + X2cos?\g + Y2cos%pgsin® Ao + 2y(01) X cosAg + 2y(01)Y cosppsinig + XY cosposin2Ag

+ (22(01) + YZ2sin2p0 + 22(01)Y singg)? = a®

1—e?
Apres des simplifications, 'équation devient:

22(01) + 4%(01) + X2 + YZ2c0s%pg — 2X (2(01)sinho — y(01)Y cos\o)
+2Y cospo(x(01)cosg + y(O1)sinAo)
1
+ﬁ(Ngsin2gpo(1 —e? —a)? +Y?%sin’pp + 2NoY (1 — €2 — a)sin’pg) = a?
—e
Mais 2%(01) + y%(01) = (1 — @)?NZcos? g et 2(01)sin\g — y(O1)Y coshg = 0 et £(O1)cosAg +
y(O1)sinAg = (1 — a) Nocospy, par suite 'équation devient:

sinpg
1—e2

1— 2 _ 02
X241 v? <cos2<p0+ (1—e*—a)sin <p0>:

) +2Y Ny ((1 — )cos®pg + ez

(1—e?—a)?

1—e2

a® — (1 — a)?NZcos*pg — NZsin*¢q

(2.17)
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) 1— 2 _ c 2
Or 0082<p0 + S Po _ 1+ e'2sin2900, (1- a)congpO + ( € a)sin®po =0et:
1—e2 1—e2
1—e?—a)? e*(1 — e?)cos?pysin®pq
1 — a)2N2c0s2 N2gin2 ( _ A2
(1 — a)*Nycos=po + Ny sin“pq 1_ 2 0 1+ ¢?sinpq

Finalement on obtient 1’équation de 1'ellipse intersection du plan (P) et l'ellipsoide (E) voir
(Fig. 3), comme suit:

a2

X2+ Y21+ e?sin’pg) =
+Y=2(1 4 e“sin“po) (1 —e2sin?pg)(1 + e?sin¢g)

ou encore:
X2 v?
FZRE i
avec:
C1/2 — a2
(1 — e2sin?pg) (1 + e2sin¢pq)’
b/2 — a2

(1 — e2sin?pp)(1 + e2sin2pg)?’
3. CALCUL DU RAYON DE COURBURE DE L’ELLIPSE AU POINT M,

La premiere excentricité de cet ellipse est € telleque:
b? 1 1
) =2
=1 = 1=
¢ a’? 1+ e2sin?yg ¢ 1+ e2sin?yy
Calculons le rayon de courbure p; de l'ellipse au point M, il est donné par :
_d(1-é)
pL= (1 — e2sin2p)3/2
Au point My, la latitude géodésique ¢ = 7/2, la valeur de p; devient:
d1-e*)  d a V14 e?sin2pg
(1-e)vi-e VI—-& /1—e2sin2po\/1+ e2sinZp, 1
a

L= V1 —eZsin?gg

On a donc achevé la démonstration que le deuxiéeme rayon de courbure N en un point d'un
ellipsoide de révolution est le rayon de courbure de l'ellpse de la section normale au plan
tangent au point en question.

P1 = -

= N = p; (ditla grande normale)
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FIGURE 3. Ellipse de la section normale
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