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Nota bene : this document is the french version of the reference : "Defor-
med Lie Products and Involution - Second part : in a Four-dimensional Space;
viXra :2507.0062, 40 pages". The progression follows a similar way of thinking.
But it goes a step further because it can clearly connect a family of deformed Lie
products with specific representations of the electromagnetic fields. The condi-
tions precising the existence of an involution are also better explained.

Ce document explore, dans un espace mathématique de dimension quatre, les
notions d’invariance et d’involution lorsque celles-ci s’appliquent & I’action d’un
produit de Lie déformé. Il rappelle I'existence de la décomposition sans résidu
la plus simple rencontrée au cours des explorations précédentes [a]. Mais il dé-
montre aussi I'existence d’'une autre décomposition sans résidu en se servant de
la multiplicité des représentations du produit de Lie déformé. Il définit les condi-
tions assurant I'égalité des deux décompositions. Aucune des deux matrices ne
peut assurer l'invariance et que seule la décomposition la plus simple permet
d’envisager une action de type involutive. Enfin, il établit clairement les rela-
tions faisant de la décomposition la plus simple une représentation effective d’un
champ électromagnétique ; (©) Thierry PERIAT : Les produits de Lie déformés
involutifs dans les espaces de dimension quatre.
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1 Contexte

La discussion exposée dans ce document concerne des vecteurs d’un espace de
dimension quatre dont les composantes sont des nombres complexes ; il est noté
: Vi ={C®E(4,R),A B (C)}, écriture dans laquelle apparait un cube défor-
mant antisymétrique A. Pour rappel, il existe un isomorphisme canonique entre
V, et son dual V*,, lui-méme équivalent & C*, & M(4 x 1,C) et a M(1 x 4,C).
L’antisymétrie du cube A signifie que tous ses noeuds vérifient la relation :

Va, 3, x € Indy = {0,1,2,3} : Axﬁ + A%, =0

87

En particulier, la répétition d’un indice bas signe la nullité du noeud.
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2 L’action des produits de Lie déformés sur les élé-
ments de V,

2.1 L’action d’un produit extérieur sur un élément de V,

Remarque 2.1. Représentations matricielles du produit extérieur de deuz vec-
teurs de Vy.

Tout produit extérieur combinant deux éléments a et xg choisis arbitraire-
ment dans V4 est un élément de I'algébre extérieure V4. Cette algébre est un
espace vectoriel de dimension six représentable de facon équivalente dans C,
M(6 x 1,C) et M(1 x 6,C).

L’action de la fonction a A ... sur n’importe quel élément xg de V4 se laisse
représenter sous une forme matricielle dans M(6 x 4,C) et M(4 x 6,C) de la
maniére qui suit :

<a A X
< (a? xy — a® 3) (a3 xg — at xy) (at azg — a24ar,0) (aO xy — a® xq) —(a® x5 — az.xg) (aU x5 — a
0 0 0 —a® a® —a!
0 1 2 3 0 CL3 _CLQ 0 0 aO
< To To Tp Tg | - 3 1 0
—a 0 a 0 —a

Définition 2.1. Dilatation d’un élément de V.

La dilatation d’un élément de V4 est la fonction projetant cet élément dans
M(4 x 6,C):

0 0 0 —a® a? —a!
3 2 0
vae Le@y=| % ¢ ¢ O 0 @ uxe )

... de telle sorte qu’il soit possible d’écrire :

<WanWx| = <xo| . [6(Wa)
N——

€EM(1x4,C) e€M(4x6,C)

La dilatation est un isomorphisme.

Il est évident que l'action de a A ... sur xg se laisse tout aussi bien représenter
par :
Wa A Wxy>e M6 x 1, C)
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2 L’ACTION DES PRODUITS DE LIE DEFORMES SUR LES
ELEMENTS DE V,

(a?.23 — a3.23)
(a®.2f — a*.xd)
(a'. 23 — a?.z})
(a®. 2} — a®.20)
—(a®. 23 — a®. 1))
(a®. 2} — ab.xl)

[0 0 —a® a? ]
0 a’ 0 —at )
0 —a* af 0 g
—a3 0 0 a® z?
a? 0 —-a® 0 3

| —a' d° 0 (U

[o(Wa).|Wxo >

Remarque 2.2. Recherche de similitudes entre les démarches concernant les
espaces de dimension trois et quatre.

Peut-étre sera-t-il plus tard utile d’avoir remarqué ici que la matrice [©((Ya)]?
joue, dans un espace de dimension quatre, un role similaire (mais non-équivalent)
a la matrice [J]<I>((3)a) repreprésentant une rotation d’axe (3a dans un espace
de dimension trois.

0 > 7 ®(®a) .

)\t — —a 0 0 a
[®( a)] a2 0 —CLO 0
—al a® 0 0

2.2 L’action d’un produit de Lie déformé sur un élément de V,
- représentation via M(4, C)

Définition 2.2. La fonction f(A,(Ya).

Soit (Y)a un élement choisi dans Vy; la fonction [(Ya, (4)...]4 est un endo-
morphisme de End(V4) noté:

vxg € Vi B Wy = (W2 W x)4 €V

... défini comme étant la moitié d’un produit tensoriel alterné bati sur un cube
anti-symétrique. Concrétement ceci signifie que :

X1
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2.2 L’action d’un produit de Lie déformé sur un élément de Vy -
représentation via M(4,C)

A{®a(a, x0) — ®a(x0, a)}

N

Avec :
AeB (4,C),Vx € Indy :

Dans le détail, chaque composante se définit donc par :

Va, B, x € Indy = {0, 1, 2,3} :

2.2y
0 0 .2 2 0 0 .3
AN, (@ .xf — at . xl) + ALy (a®.ad — a®.al) + AG . (af .2 — a®.xf)

+AY, . (at . x) — a . xd) + AN, . (b 2d — @ x)) + Ay (ol ad — aF . xp)
+ AY, . (a? xg—a xd) 4+ A (a® ah — alad) + ANy (a* . ad — d® . ad)
+ A% (a® 2% — . 2?) + AN, (0® .2t — o' 2?) + ANy (a*.2® — d® . 2?)

Mais I'antisymétrie du cube A permet de condenser chacune de des sommes en

X

1

AY (@ xp — at . ad) + AL (. xk — a® . al) + AG. (a2l — Pl xf)

+ AN, (a' . ad — @ xh) + ANy (0t ad — a®xp) + ANy (a* . xd — o xd)
:ZAzﬂ.(aa.xg—aﬁ.xg‘)
a<f

Remarque 2.3. Représentation de laction d’un produit de Lie déformé sur un
élément de Vy - représentation via M(4,C).

Chacune des quatre composantes se laissent factoriser comme suit :
1

(=AY, .a' — A}, .a® — A .a%) . x)
+(Agy . a” = Af.a® — AYy.a’)

+ (A . a® — AN, .a' — A% . a%) . 2]
+ (A5 . a” + A%y .a' + AY;.d?)

s

De sorte qu’il devient a priori possible de regrouper ces composantes au sein
d’une écriture de type matricio-vectorielle :

7
7]
i
o}
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2 L’ACTION DES PRODUITS DE LIE DEFORMES SUR LES
ELEMENTS DE V,

(=AY, .at — A§2.a2 - A%s a®)  (AJy .a® — Ai’ma? - A?d ad)  (AQy.a" — A?Z.al - A‘%s ad)  (A85 .40 + A}S al + A5 .4%)
(7A81 al — AQZ'”'2 - A83 a®) <A81 a® — A%Q.a2 - Aég a®) (A82.a0 — AéZ'al - A%S a®) (A83 a® + A§3 al + Agg.a2)
(—A81 al — A82.a2 - Agd a?) (A81 a® — A§24a2 - A})d a?) (AgTaO - A§2 al — Aga a?) (A83 a® + Aéd al 4+ A%34a2)
1 2 3 0 2 3 0 1 3 0 2
(—=Agy-a” — Apy.a® — Agz.a”) (App.a — Ajy.a” — Ajz.a”) (Apgg-a” — Ajg.a” — Ajz.a") (Aps-a +A13.a1+A234a)
a0 est absent al est absent a2 est absent a3 est absent

g

70

g

0

1

D Alfre,.a”] . |xo >
B
Définition 2.3. La fonction o® pour un cube A donné.
Il s’agit d’'une application de V4 vers M(4,C)

A€ B4 R),Va e V; A% 40(a) € M4, C)

... telle que :
4%(a)
B=3
line B8
[Z Aﬁrow a ]
B=0
A%O.ao + A(}JO al —+ A(%JO a? + Ago a3 A§1 a® + A(il al + A%’l a? + A%l a3
ABOAaO + Ajo al + Azo a? + Ago a Agy a® + Ap al + A a? + Ap a®
Ago.cl,0 + AJ;04H‘1 + Aéo a? + A%O a3 Agl.a(J + A§1 al + A§1 a? + A‘%l a3
Adg.a® + Afg.at + A5y .a? + A3 .a®  AG;.a® 4+ AF . ab + A3 a2 + A3 a8
A§2 ag + A02 ai —+ A%z az + A%zAaz Ags ag + A(})3.ai + A[%)3 az —+ A%S'“i
ASQ ao + A%Q a.l + AEQ.aQ + A§24a3 Agg.ao + ij.a1 + Aas a2 + A%B'a3
Agz a +A§2 a +A%2.a +A§2.a Ag3 a +Aé3.a +A§3.a +A§3,a
AUZ.aO + A7y al + A22.a2 + A32 a3 A03 al + A13.a1 + A23.a2 + Aga.a3

Exemple 2.1. Quand le cube A est antisymétrique.
Dans ce cas:

Ae B (4, R)=[A € M4 x 6,C)

[A] € M(4 x 6,C),Ya € V; 5 | a(a) € M(4,C)

With:
412(a)
7A§1 al A$2.a2 — A%z a3 A%l a® — A?Z.az — Aig a3 Agz a0l —+ A(i)Q.a,1 — A$3.a3 A§3.a0
—A81 al — A824a2 - A83 a3 A81 a® — A52 a2 — A§3 a3 A82 .af + Ay‘,ArL1 — Aag.ag‘ Agg.ao
7A81 al — A82.a2 — Ag3 a3 Agl a® — Aéz a? — Aés a3 Ag2 .a® + A§2.a1 — A§3.a3 A83.a0
—Aj Lal — Ajg - a? — Ags a3 Ajq - ad — Aty - a? — Als . a® Afo .af + A7y al — Ajs . a3 Ajs - a?
€ M(4,C)

On retrouve la matrice apparue pour décrire 'action d’un produit de Lie déformé
par un cube A antisymétrique.

1. A cause de antisymétrie du cube A

6
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13
L5
s

1 0
a* + A

1 b
a” + A33
al —+ A§3
al + A3z



2.3 L’action d’un produit de Lie déformé sur un élément de Vy -
représentation via M(4 x 6,C)

2.3 L’action d’un produit de Lie déformé sur un élément de V,
- représentation via M(4 x 6,C)

En repartant de ’expression des composantes du produit de Lie déformé
[Ma, *)xg|4 (définition 2.2) on peut aussi écrire :

’Xl >
[0 0 —a® a® ]
AG AQy Al A}, AYy A 0 a’ 0 —d
Ay App Ay Aly Ay Ay 0 —a® a 0
A ARy Ajs AL, Al A3 —a® 0 0 a’
AG Ay Az Ay Afy Al a? 0 —a® 0
| —a'  a° 0 0 |

(4X6)[A] ) (6 ><4)’ o ((4)a)]t' |(4)XO >
Il existe donc une matrice [P] de M(4, C) telle que :
|Wx; >=[P].|Wxo >

Et cette matrice représente elle aussi I'action de la fonction f(A, (Ya) sur x¢
lorsque le cube A est antisymétrique, donc réductible & une matrice [A] de
M(4 x 6,C).

Remarque 2.4. Distinctions entre les deuz représentations de ['action d’un
produit de Lie déformé sur un élément de Vy.

Il convient de noter que :

0 0 —a® a® 7
A81 A82 A83 A(1)2 A(1)3 AgS 0 a® 0 —a
Ay Ajy Ay Aly Ajy Al 0 -a® a 0
Agl AgQ A%:a A%z A%S A%3 —a® 0 0 a’
A Afy Afs Al Afy A3 a? 0 —a’ 0

| —a! a° 0 0 |

2. A cause des considérations exposées au niveau de la remarque 2.1.

7
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2 L’ACTION DES PRODUITS DE LIE DEFORMES SUR LES
ELEMENTS DE V,

_A%j cat + A?S . a; — A?Q .a® A%B a® — A%B .a; + AE?)Q . a‘3 _A(i:j a® + A$3 . ai - Agl .a® A?Q a
7A%3.a,1 + Aig,a — Aéz.a:; A%3 a® — Agg.a + AQQ.a3 7A§3.a,0 + A834a — A81 ca3 Aéz a
—A§3Aa1 + A},34a2 — A§2.a3 A33 a® — Ags.az + Agf_,Aa?’ —A§3Aa0 + A834a1 — Agl .a® A})Q.a
7A23.a1 + A134a2 — 1412.¢z3 A234a0 — 1“103.az + AOQ.CL3 7A13.a,0 + A034a1 — AOl .a‘3 Ajy.a

A§2.a1 + A?l.

Agz.al + Ag -

Ag2.a1 + Agl.
1

Aoz.a + AOl'

a9 est absent al est absent a2 est absent

Par conséquent et en général :
[P] # 49(Wa), A € B (4, C)

Il existe cependant un ensemble de conditions simples permettant d’identifier
ces deux décompositions sans résidu ; elles s’écrivent :

Vx € Indy: AY, = AX, AYy = —Afy, Ay = Af,

L’existence de deux représentations distinctes d’une décomposition sans résidu
pour un produit de Lie déformé donné renvoie aux réflexions exposées dans [b].
Plus précisément, ces deux représentations sont obligatoirement liées par une
contrainte simple sur le déterminant de leur différence :

43 O[A]. OV [o(@)] - 42(Wa)| = 0, 4 € B (4,C)

2.4 Spécificités des cubes antisymétriques et anti-réduits

L’ensemble des cubes dont les noeuds vérifient les propriétés de I’antisymétrie
et de 'anti-réduction n’est pas vide car ces conditions sont compatibles entre
elles :

Va, 8 € Indy:

AeB (4,C): Alg+ A%, =0
B4, C): Ady + APy =0
Y
— — Ao _ a _ B B _ —
Asp = ~Aa = Al = ~Ap = Mo = —Ay = Agp = elen

Pour autant, le nombre de noeuds non-nuls est restreint. Ainsi, en décidant
d’écrire par convention :

A = 4,
Al = A(2J3
A2 = Al
A = A(132

. et en cas d’antisymétrie combinée a une anti-réduction :

anti—symmetry
%

A € B(4, C) [A] € M(4 x 6, C) 2utizreduction, ()5 ¢y,

A — WA = (AL, A, A%, Al,) = (A°, AL, A% A% e V)

8
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2.4 Spécificités des cubes antisymétriques et anti-réduits

Remarque 2.5. Action de la fonction [(Ya, *)...]4 via un élément dans M(4,C).

Ici :
A®(a)

[ 0 —AY.a? — A% .a® AY,.al — AY;. a0 AY,. a + AY,. a2
—Aly.a® — Aé?).at"5 0 Aby.a® — Aly.a® Al a + Al,. a
—A2 .at — A3, 0 A .aO — A%, .qd° 0 A% a® + A3 .4t

| —A3,.at — A3, .a® AR .a — A3, a2 AR, .aY + A3, d! 0

[ 0 [ —A%.a? — A% .a® AV .al — AY;. a3 A et —|—A23 a?
AY,y . a? + AY . aP 0 —AY%.a% — AL, d? 7A03 a + A23 a
—AY at + AY; .0 AY,. a + Al;.a? 0 —AY.a% — Al; . al
—A% . at — AY;.a? AV .Y — Al;.a® AYy.a® + Al ldl 0

Cette matrice est antisymétrique et donc un élément de M~ (4, C). Elle permet
de définir six nombres complexes :

0 2 0 3
(PO]_ — _A12.(I - A13a

0 3
@02 — A12 a - A23(L

Doy = Afs.a’ + Aj3.a”

1 3

@12 — A12 a - A23a
1 2

Doy = —A) — Aly.a
23 = 55 - a’ 23-0@

. qui s’écrivent aussi grace & la convention d’écriture adoptée plus haut :
By = A% .a% — A%. 43
Dpp = —A%.a' + AP
Pos = A%.at — Al .2
Do = A3.a° — A° .43
P13 = —A%.a" + A a2
Py = A .a¥ — A 4!

Pour rappel :

[ a2, A3 — a®. A%
a. Al — ol A3
1 42 .2 gl
Wa A WA >= Zo'ﬁ;g_zgjo € M(6 x 1, C)
(0 A2_ 2 AO)
0 Al— IAO
9
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2 L’ACTION DES PRODUITS DE LIE DEFORMES SUR LES
ELEMENTS DE V,

Il devient alors évident que la décomposition sans résidu, o ®(a), est une des
multiples représentations possibles du produit vectoriel classique a A A :

AdPa) =an A

Elle représente I'action de la fonction [(Ya, (Y)...]4 dans M(4,C) de la maniére
la plus simple possible sans en étre I'unique visage. La matrice o ®((Ya) est
I’équivalent pour les discussions tenues dans un espace de dimension quatre de
la matrice A<I>((3)a) apparue au cours des discussions tenues dans un espace de

dimension trois.

Remarque 2.6. Action de la fonction [V a, ) ...[4 via un élément dans M(4 x 6,C).

Ici, la matrice déformante (4*6)[A] représentant la déformation implicite-
ment portée par le cube antisymétrique A devient :

(4X6)[A] _

00 0 Ay Ay Ay
0 Ajp Ay 0 0 Ay
A0 Ay 0 Ak 0
Ajr Agz 0 Aj, 00

On constate alors que la convention d’écriture adoptée plus au permet de pour-

sulvre avec :

MXG)[A} _

Ce qui fait de la matrice déformante une dilatation du vecteur :

WA (A% AL, A2, 4% eV,

0
A3
0
—Al

0
— A2
Al
0

_ A3 A2 _ Al
0 0 A0
0 —-A° 0

A0 0 0

= [©(A)]

L’action de la fonction [(Ya, (4)...] 4 via un élément dans M(4 x 6, C) prend alors

le visage simplifié :

0 0
0 A

-4 0

A2 AL

0 0
—Al 0 ad
AO 0 —a?
0 —a® 0
0 a? 0
L —al ao
—A2Z 0
3. a8 —A2 . qt
AOAa0+A14a1+A3.a3
—A2 . af
- (@)W, Va)

10
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2.4 Spécificités des cubes antisymétriques et anti-réduits

Remarque 2.7. Distinctions entre les deuxr représentations de action d’un
produit de Lie déformé sur un élément de Vy lorsque la cube est antisymétrique
et anti-rédust.

Les situations étudiées dans cette sous-section constituent des cas particu-
liers de celles exposées au cours des remarques 2.3 et 2.4. Ainsi, dans le cas
général, il convient d’écrire :

A®(a) £<B A, Wa >, Tdy — Th(®) (WA, Wa)
En l'accompagnant de la contrainte obligatoire :
| <@ A, Wa>  Idy — To(@) (WA, Ma) — Ad(a)| = 0

Deux informations faciles & glaner confirment les différences effectives entre ces
deux représentations :
— Au cas exceptionnel ot a = A, la matrice A<I>((4)A) s’annule systémati-
quement ; ce n’est pas le cas pour sa concurrente qui s’écrit alors :

<D A DA >y, Idy — To(@)(DA, DA)
Et est assujettie & vérifier :
| <W A WA >ra, - Idy — T2(®)((4)A, WA)| = 0¢

— La matrice A@((4)a) est forcément antisymétrique ; ce n’est pas le cas
de sa concurrente qui ne le devient que si :

%.{T2(®)((4)A, Wa) + Th(®)(Wa, DA =<B A, Wa >, Tdy

En conséquence de quoi, les deux représentations peuvent devenir identiques si
(i) la concurrente de la matrice A ®((*)a) est également antisymétrique et (ii)
les deux relations suivantes sont cohérentes et compatibles entre elles sans que
cette obligation de cohérence ne contraigne les vecteurs a et A a étre égaux :

3. e C - {0} : %.{Tz(®)((4)a, DA) — Ty(@) (DA, Da)} = 2. 2d(a)

1
9 (L(2) (WA, Da) + Tr(@)(WVa, VA)} - <W A, Da >y, 1dy = D[oc]

Dans le cas général, ces deux représentations différent 'une de autre et il
convient sans doute de remarquer ’analogie entre le formalisme de leur diffé-
rence et celui des matrices que j’ai nommé périennes au cours des discussions
concernant la dualité électromagnétique exprimée dans les espaces de dimension
trois, [c ; §2, p.3].

11
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2 L’ACTION DES PRODUITS DE LIE DEFORMES SUR LES
ELEMENTS DE V,

Remarque 2.8. Concernant la compatibilité de la fonction /(4)a, (4)...]A avec
le concept d’invariance.

Dans l'absolu, il se peut que I'action de la fonction de la fonction [(Ya, (4)...]o
laisse invariant 1’élément de V*4 sur lequel elle agit. Qu’en est-il réellement ?
L’antisymeétrie de la matrice o ®(()a) a pour conséquence d’interdire cette in-
variance. Sa concurrente pouvant a priori étre totalement symétrique, il faut
examiner cette éventualité de plus prés. La symétrie exclusive exige d’imposer

la nullité de la partie antisymétrique, c’est-a-dire de pouvoir valider la relation
matricielle :

Ty(@)(Wa, WA) = Th(@)(WA, Wa)
Ce n’est possible que si :

dzeC:a=z2.A

Au cas ou la symétrie serait réalisée, I'invariance serait obtenue pour ’ensemble
des cubes antisymétriques et anti-réduits tels que :

2 AA<W A, WA >y, Idy — (@) (WA, DAY} = 1dy

Mais dans ce cas, la concurrente de la décomposition la plus simple (ici au
demeurant nulle) vaut :

2 AA<® A, WA >4 Idy — To(@)(WA, DA}
. en étant assujettie a vérifier :
| <W A, WA >py,  Idy — To(@)(WA, WA)| = 0c
Or si elle représente une situation d’invariance, il se trouve qu’on aurait :
<W A WA > Idy — Th(@)(DA, WA) = ;Id4
... dont le déterminant vaut :

1
| <WA WA >y, Td — T(@) (WA, WA)| = ERa

Il n’est pas nul. Par conséquent, la concurrente de la matrice A<I>((4)a) ne peut
pas non plus laisser invariant ’élément de V*4 sur lequel elle agit.

Lemme 2.1. Sur linvariance suite o l'action de la fonction [Ma,*)...]4.

Quelle quen soit la représentation, l'action de la fonction [(Ya, (4)...] sur
un élément de V*4 ne laisse jamais celui-ci invariant.

12
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2.5 Description de ’action répétée d’un produit de Lie déformé par un cube
antisymétrique donné

2.5 Description de ’action répétée d’un produit de Lie déformé
par un cube antisymétrique donné

Qui dit involution dit répétition de Paction de la fonction [(Ya, (D)...]4, A
étant antisymétrique, sur un élément donné xo de Vy.

Proposition 2.1. La répétition de l'action de la fonction [a, ...[ ) est équi-
valente a l'action d’une fonction notée [a, ---]B([A},a); écriture dans laquelle B
désigne a priori un cube qui dépend des caractéristiques ([A], a) de la fonction
répétée.

Démonstration. Il s’agit de calculer les composantes du produit de Lie déformé
la, Xl][A]
Ve € Indy :

{la, x1]xopap}e

ZA (aX.2§ — a® . 2))
x<é

YA {aX DAy (0 ) —af af)} —a® )] A (. xf —a® af)})
x<d a<f a<f

ZA;(;. Z{(ax.A‘;B — a‘;.Agﬂ).(aa.xg —a’.z§)}

X< a<f
— Ixdap
ZA;C;. ZTxgag.(aa.xg — aﬁ.a:g‘)
xX<0 a<f

Dans un espace de dimension quatre, les paires («, () telles que a < 3 sont les
suivantes : (0, 1), (0, 2), (0, 3), (1, 2), (1, 3) and (2, 3). On peut évidemment
les indicier avec les éléments de 'ensemble Indg :

{Va, B € Indsg|a < B} = {3p € Inds|p = (o, B)}

Le calcul se poursuit donc avec :

{la, x1]axea}e

Z Al ZTHQB.(aa.xg —d’.xf)
we Indg a<f

Z Z Al Thap - (a® .xg—aﬁ.zg)

a<f pe Indg _ B
=B

13
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2 L’ACTION DES PRODUITS DE LIE DEFORMES SUR LES
ELEMENTS DE V,

ZBgﬂ.(a“.mg —a’.z8)
a<pf

4 4
{[( a, ( )XO]B((ALx6)[,4],(4)a)}6
Comme annoncé dans la proposition, la répétition de 'action de la fonction
qu’on a sous la main est encore un produit de Lie mais il est cette fois-ci déformé
par un cube B défini par :

B OA], Wa) = 3 ALy (0% Ay — oL AY)

(03
xX<é

L’antisymétrie du cube déformant A se répercute sur ce cube B (preuve évi-
dente). Il résulte des considérations exposées plus haut dans ce document que
le cube B est aussi un élément de B~ (4, C) et qu’il se laisse représenter par un
élément [B| de M(4 x 6,C). On peut donc légitimement écrire :

[a, [a, XoJuxoa)uxepa = [a Xo]uxep

Remarque 2.9. La matrice [1].

La description de la répétition de I’action de la fonction |a, ...][4) introduit
un objet mathématique comportant quatre indices. Cet objet se définit par
(voir ci-dessus) :

vX757a7/B:O)172?37a </B7X < 5:
Tyoap = aX. Adg — a® . A,

Puisque les paires d’indices («, ) et (x,d) ne peuvent prendre chacune que
6 valeurs différentes, cet objet peut en principe se laisser représenter par un
élément de M(6,C).

Toior Toio2 Toios Toriz To1s Toi2s
To2or Toz202 To203 To212 To21s  To22s
7] = To301r Tozo2 To303 Tos12 To313 To323
Ti201 Ti202 Ti203 Ti212 Ti213 Ti2es
Tizo1 Tizo2 Ti303 11312 Tiziz Thizes
Tozor Taszo2 T2303 1312 Tosiz Tases

Remarque 2.10. Précisions concernant la matrice [B].

L’observation montre que :

[B(4794], Wa)]

[A][T]

14
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2.5 Description de ’action répétée d’un produit de Lie déformé par un cube
antisymétrique donné

[ To101

ﬁ% ﬁf)l]z ﬁ%z ﬁ?z i?g i%g ?201
01 Aoz Az A A Ay | 0301
Apy Apy Ay A, ARz A Ti201
Afy Ay ABy AT, Al Al Ti301
| 12301

€ M(4 x 6,C)

To102
To202
To302
T1202
T1302
T2302

To103
To203
To303
T1203
T1303
T2303

To112
To212
Tos12
Ti212
Ti312
Tr312

To113
To213
To313
T1213
T1313
Th313

To123
To223
Tos23
T1223
Ti323
Ta323

Exemple 2.2. La cas d’un cube déformant initial antisymétrique et anti-réduit.

Pour ces situations, ’anti-réduction meéne rapidement & constater que la

diagonale de la matrice [T] est nulle :

Yo, B: Topas = a*. Ay — a’ A%y = 0

Pour les autres entrées :

0 1 1 0

0 1 1 0 0 1 0 0
T0102 = a . A02 — a . A02 = —a . A20 = a . A21 —
0 1 1 0 0 1 0 0
T0103 = a . A03 — a . A03 = —a . A30 = a . A31 -

—a. A% =a’. A3

—a?. AV = —aY. A?

0 1 1 0 1 3
T0112 = a A12 — a A12 = a A

0 1 1 0 1 2
T0113 = a A13 — a A13 = —Qa A

Tores = CLO.A53 — al.Agg =a. A° + at. Al

0

13 —

Tooor = a®. A2, — a*. AY, = a°. A}, = —a”. A3

0 2 2 0
T0202 = a .A02 — a .A02 =0

0 2 2 0 0 2 0 0

—a’. Ay, = a". Al

0 42 2 40 2 43

Too12 = a” . Ajg —a”. A}y = a”. A

2 2 2 42

Toors = a. A2y — a? . AYy = —(a®. A° + a®. A?)

T[)223 = aO.Agg — a2.A33 = CL2.A1

0 3 3 0 0 0 0 2
TO301 = a AOl — a AOl = a A13 = a A

Tozos = a®. A3y — a®. Ay = —a". A3y = a". AY; = —a®. Al
T0303 = aO.A83 - GB.A83 =0
Tosiz = a®. Ay — a® . AYy = a". A” + a®. A3
T0313 = CLO.A:l‘)g — CL3.A[1)3 = —CL3.A2
T0323 = CLO.A§3 — a3.A83 = ag.Al
Tioo1 = a' . A§, — a®. A}y = a*. A}, = —a' . A3
Tione = at. A2 — a® Ay = a® Aly = —a®. Ay, = a®. A}, = —a®. A3
15
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2 L’ACTION DES PRODUITS DE LIE DEFORMES SUR LES
ELEMENTS DE V,

1 1 1
Tioos = a'. A2y — a? . Aly = —a' . AY; + a®. AV = ol Al 4 o2, A2
1 2 2 1
Tio12 = a . Afp — a” . Ay =
T1213:CL1.A2 *CL2.A1 :*al.A2 :al.Al :fal.Al :—al,AO
13 13 31 32 23
1 2 2 1 2 0
1 3 3 1 1 0 1 2
T1301 = a AOl — Qa AOl = a A13 = a A
1 3 3 1 1 3 3 1 1 0 3 0 1 1 3 3
Ti303 = al.ASS — a3.A(1)3 = aS.A:l))O = —a3.Ag1 = ag.A(l)3 = a3 A?
1 3 3 1 1 3 1 1 1 0
Tisieo =a A}y —a’. Ay = —a . Ay =a . Ay =a . A
1 3 3 1
1 3 3 1 3 0
T1323 = a A23 — a A23 = —Qa A
Tosor = a®. A3, — a®. A2 = a® Ay — a3 AV, = a®. A% 4 o A3
2 3 3 2 2 3 2 0 2 1
T2302 = a A02 — a A02 = —a A20 = a A23 = —Qa A
Tosos = 0. Ajg — @’ Ay = a® . A3y = —a® . A3, = a® Ay = —a®. A
2 3 3 2 2 3 2 1 2 0
Tog1o = a”. A}y — a’. Al = —a”. Ay = a”.Ays = a°. A

2 3 3 2 3 1 3 0
T2313 = a A13 —a A13 = a A23 = a A
2 3 3 2

Ce qui permet d’écrire :

T
0 a0 . A3 —a%. A2 al. A3 —al. A2 a?. A0 +a1.A1
—a¥. A3 0 a®. At a?. A3 —(a®. 4% + a?.4?) a?. Al
a0 . A2 —a%. Al 0 aO.A0+u34A3 —a3. A2 ad3. Al
—al. A3 —a?. A3 al. Al —+ a?. A2 0 —al.A° —a2.A°
al. A2 —(a'. A + a3 .43) a3 . A2 al. A 0 —a3.A°
a?. A2 +a,3.A3 —a?. A —a3. Al a?. A9 a3 . A0 0

La matrice [T] est la somme de deux matrices, la premiére est anti-diagonale et
la seconde est antisymétrique.

[T]
0 0 0 0 0 a®. A° 4 ol . Al
0 0 0 0 —(a®. A% + a?.4%) 0
0 0 0 a®. A% 4+ 3. 43 0 0
0 0 al. A' 4+ a?. A2 0 0 0
0 —(al. Al 4 a3.43) 0 0 0 0
a?. A% + o3 A8 0 0 0 0 0
=[1/]
_|_
0 a®. A% —a%. A2 L. A% —ql. A2 0
—a0. A3 0 a?. At a?. A3 0 a2 . At
a? . A2 —af%. Al 0 0 —a3. A2 a3 . Al
—al. A3 —a?. 43 0 0 —al. AC —a2.A°
al . A2 0 a3 . A2 al. A0 0 —a3 . A°
0 —a?.AY  —a%. a4t 2,40 43,40 0
=[T"]
/) + [T7)
Et de découvrir deux propriétés :
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2.5 Description de ’action répétée d’un produit de Lie déformé par un cube
antisymétrique donné

— La somme des entrées de la partie de la matrice |T| réalisant une sorte
d’anti-diagonale est égale au produit scalaire euclidien classique des vec-

teurs a et A :
[T/}® =< a, A >1dy

— La partie de la matrice [T]| notée [T7] est entiérement antisymétrique a

diagonale nulle et forcément :

0 0 0 —A3 A2 Al

0 A3 —A% 0 0 A°
—A% 0 Al 0 -A° o0
A2 —AY 0 A0 0 0

0 a®. A3 —a. A2 al. A3 —al. A2
—a0. A3 0 al. Al a? . A3 —(a®. 4% + a?.4%)
a? . A2 —a0. A 0 a?. A" —+ a3 . A3 —a3. A2
—al. A3 —a?. A3 al. Al +a2.A2 0 al. A0
al. A2 —(alAA1 + a3.A%) a® . A? al. A0 0
a?. A2 +a3.A3 —a?. Al —a3. Al a?. A% a3 . A0

al {(A%)? + (A%)2} — Al [(a®. A% + 4%.4%)  a?. {(AD)2 + (432} — A% (a'. Al 4 a® .48
1

—a® . {(4%)2 4+ (4%)?} + AV . (a?.A% + a3 . 43) Al (a0, A% — 4%.49)
A% (a®. Al — al. A0 A% (al.AY 4+ a®.A%) — a0 {(AH)? + (432}
A3 (a®.AY — a'. A0 A3 . (a. A% — a 0
i a® {(AH? + (A%)2} — A3 . (a'. A' + 4% .42 A (al. A% — a2 . AY)
Al (@043 — a%.A49) a? . {(A%)2 4+ (4%)2} — A% (a¥. A0 + a3 . 43)
A2 (a%. A% — a3 A9 Al (a®. A% 4 a3 A% — ot {(A")? + (43)?}
L A0 (el A 4 a?.A%) — &0 {ah)? + (42} A3 (a'. A% — a%.AY
i AO (al. A3 — a3 . Al AD (a2, A3 — 43 . A2)
a® . {(A%2 4+ (4%)2} — A3 . (a¥. A0 + a2 . 4?) Al (a?. A% — a%. A2
A% (al. A% — a%.4Y —A3 (a®. A% 4+ o' AY) + &% {(AH? + (492}
L —a' {(A"2 + (4?2} + At (a2, A0 4+ a?.A4%) A% .(a.A0 + o' AY) — a2 {492 + (A1H)?}

Remarque 2.11. Description de la répétition de [’action de la fonction /(4)a,

répétée de cette fonction :
1. Celui restant dans M(4,C) ; dans ce cas :

[a, [a, xo]ala >= a®(a).|[a, xo]ala >= {a®(a)}*.|x0 >

DN

Comme conséquence de la dualité des possibles représentations de ’action de
la fonction [(Ya, (4)...]a, il semble exister cing chemins pour représenter 1’action

La représentation de la répétition de 'action de la fonction [(4)3, (4)...]A

est donc la matrice :

{a®(a)}?

17
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2 L’ACTION DES PRODUITS DE LIE DEFORMES SUR LES
ELEMENTS DE V,

Puisque la décomposition la plus simple o ®(a) est ici une matrice an-
tisymétrique (voir ci-dessus la remarque 2.5), son carré est une matrice
symétrique éventuellement identifiable avec la matrice identité Id4. Au-
trement dit : les calculs laissent penser que le carré de la décomposition
la plus snnple de la représentation dans M(4, C) de Iaction de la fonction
[Wa, () ..o pourrait éventuellement s'identifier avec la matrice identité
Id4. Quand tel serait le cas, le déterminant de ce carré vaudrait 1¢. Or
le déterminant de la matrice o ®(a) vaut en général le carré du produit
scalaire euclidien classique des vecteurs a et A ; voir [d ; exemple 2.1,
pp. 9-10] :
a®(a)| = (<a, A >pq,)°

Donc le déterminant du carré de la matrice o ®(a) vaut le carré du dé-
terminant de cette matrice :

{a®(@)}?| = (<a, A>p,)!
Et il existe donc bien a priori des circonstances autorisant & poser :
{a®(a)}? = Ids
Elles se caractérisent en particulier par la relation :
(<a, A >1d4)4 =1

Ce qui, au sein d'une discussion développée sur le corps des nombres
complexes permet d’envisager quatre familles de situations :

<a, A >, € {—i,—1,+1, +i},i2 +1=0

. Celui faisant appel a des éléments de M(4 x 6,C). Dans ce cas il convient
de calculer & la main :

[©A)].[7]. [©()]"

A24AS‘A{(QS‘)2 — (a?
—{A1. 43 {(@®)? - (a
Al A% {(a?)? - (at

0
)2} — a?.a® . {(A%)2 — (422} — (aUAAO + (LlAAl)A(a24A3 — a%. 42
2y — al . a®.{(A%)2 — (aH)?} — (a CAO 4 a LA?). (u. A% _ a3 A
)2} — al.a?.{(4%)? — (AH2} — (a° .40 + a® A*) (at A% — a2 Al

e

)
b}
)

M)

A0 A3 {(a®)? -

. . a®)
—{4%. 4% {(@®)? - (a°

2
)

0 .. —{AlA?.{(@®)? - (@)%} - al.a? . {(4%)% — (41)?} — (a°. A0 + a®.4%). (a!

0 . A% A2 {(a 2)2_<a0)2}_a0' (A%)2 — (492} _ (al A1+ 3A3)(0 A2
0 —{A%.A! {(aD)? - (a%)?} — 1 A2 — a0y — (aQ'A2 + . 4% (0. Al
. 0

On remarque & cet endroit que :
— La diagonale est nulle.

18
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A% A {(aM)? — (a®)?} — a¥.a' . {(A)2 — (492} — (a?. A% + a3 .4%) . (a¥. At — ot

[0 —{A2.43 {(@®)2 - (a?)2} — a2.a3.{(A3)2 — (42)2} — (a0.A49 4 al.Al) (a2.A43 — 43 .42)}
. 0

}—a%.a3 . {(A4%)2 — (49?2} — (' . A' + 4. A%). (a". 4% — a®.40)
2} _ 0 a2.{(A2)2 _ (AO)Q} _ (al.Al +a3.A3).(a°.A2 70,2.A0)}

0

0

0 . A A% {(@®)? — (a1)?} — al.a® . {(A%)2 — (41?2} — (a0 . A° 4+ a?.A%) . (al. A% — &3 . A
0 —{A%.A3 {(@®)? — (a")?} — a®.a® . {(A%)% — (49)2} — (a'. A 4+ a?.A4%).(a?. A% — a3.4%)}
. 0

LA 0




2.5 Description de ’action répétée d’un produit de Lie déformé par un cube
antisymétrique donné

— Pour les entrées en dehors de la diagonale (« # 3), il semble exister
un patron dépendant de la position (o = ligne, 5 = colonne) dans la

matrice :
X0
M5

(a® A% + aP . AP) . (aX. A — a®. AX)
FAY A {(@) — (%)) — aX.ad {(A%)? — (4%)?}

(aX. A% — a® . AX) {(a® A" + dP . AP) — (aX . AX + a° . A%)}

Avec: x # 6, x < 0, x et 6 # «, . Ce terme générique est affublé
d’un signe moins (-) lorsque o < 3 et d’un signe plus (+) quand « >
5. In fine, on peut donc écrire :

mgg = —€ap. (aX. A" —a’ . AX) {(a® A" +a’  AP)— (aX AX+a® . A%)}
. & partir du moment ol on décide de la convention selon laquelle :
€ap = +lsia < B, —=1lsia > 5,0sia0 = 3

— Le résultat de ce calcul est donc une matrice antisymétrique qui ne
peut jamais étre identifiée avec la matrice identité Idy. Ce deuxiéme
chemin ne peut jamais faire de la fonction fonction [(Ya, (Y)...]o une
involution.

3. Le chemin passant par les deux représentations distinctes dans un sens ;
par exemple celui consistant a écrire :

2, x1]a >= a®(a).|[a, xo]a]a >= a®(a) . {[0(A)].[6(a)]'}. |xo >

4. Le chemin passant par les deux représentations distinctes dans 'autre
sens ; par exemple celui consistant & écrire :

la, x1]a >= {[©(A)].[0(@)]}. [x1 > = {[©(A)].[0(a)]'} . a2(a) - |x0 >

5. Le chemin passant deux fois par la matrice [©(A)].[®(a)]*. Dans ce cas,
I'involution est réalisée lorsque :

{<(4) A, (4)8. >T1d, Ady — Tg(@)((4)A, (4)8)}2 = Idy
Or cette relation est mathématiquement équivalente & :
<(4) A, (4)3 >Tdy .{<(4) A, (4)8. >T1dy dy — T2(®)<(4)A, (4)8.)} = Idy

Par conséquent, pour que cette cinquiéme oportunité existe, il faut que la
matrice [©(A)].[®(a)]" soit symétrique. Pour rappel, le sujet a déja éte
en partie défloré au niveau des distinctions entre les deux représentations
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2 L’ACTION DES PRODUITS DE LIE DEFORMES SUR LES
ELEMENTS DE V,

en remarque 2.7 et de I’étude de l'invariance en remarque 2.8. 1l y a été
démontré la nécessité de poser ici :

dzeC:a=z2.A

.. pour annuler la partie antisymétrique du produit matriciel [©(A)].[o(a)]’.
Par conséquent 'involution du cinquiéme type, si elle peut exister, doit
se caractériser par la relation :

2 <WA WAS, (<D A DA S Tdy—Ty(@) (WA, WA = Tdy

Pour autant, on sait aussi que le produit matriciel [®(A)].[®(a)|® est
une des représentations possibles d’une décomposition sans résidu d’un
produit de Lie déformé. Ce qui exige ici le respect de la relation :

| <@W A, WA >4 Tdy — To(@) (WA, WA) — AB(A)| = 0¢
=®][0¢]

Or I'observation des déterminants des matrices présentes de part et d’autre
du signe de 1’égalité dans la relation caractérisant une éventuelle invo-
lution du cinquiéme type montre que le déterminant situé a gauche du
signe doit étre nul tandis que celui du déterminant situé a droite doit
valoir 1¢. L’égalité entre les matrices placées & gauche et & droite de ce
signe d’égalité est donc strictement irréalisable. Finalement, il n’existe
pas d’involution dans le cadre de la cinquiéme représentation de la ré-
pétition de 'action de la fonction [a,(*)...]o sur un élément de V4
représenté dans V*4.

Les oportunités 3 et 4 ne peuvent représenter des situations involutives que si le
produit matriciel [©(A)].[®(a)] est antisymétrique. Il faut donc au minimum
que :

S ADE(WA, Wa) + To(®)(Va, WA)} — <B A, Wa >y, Td = Oloc]
Pour l'oportunité 3, 'involution signifierait le respect de la relation :

d(a). {<W A, Wa > . Idy — To(@)(WA, Wa)} = Id,
Pour l'oportunité 4, 'involution signifierait le respect de la relation :

(<@ A, Wa>py, Tdy — To(@)(WA, Wa). sd(a) = Idy

Dans ces deux cas, il faut surtout que la table de Pythagore soit antisymétrique
pour que son produit avec la décomposition la plus simple devienne automati-
quement symétrique ; cette exigence logique se traduit par :

Tr(®) (WA, Wa)' = —Tr(@)(WA, Wa)

Mais cette antisymétrie est-elle réalisable 7 Et si elle ’est, quand 7 La relation
matricielle précédente est équivalente & :

Ty(@)(WA, Wa) + Ty(0)(Wa, WA) = Wog]

20

@Tlnerry PERIAT, Les produits de Lie déformés involutifs dans les espaces de dimension quatre - Premiers liens
avec la représentation des champs électromagnétiques, 16 juillet 2025.



Ou encore, dans le langage des composantes des vecteurs impliqués :
Va, B € Indy : A%.d° + a®. A% = 0¢
De sorte qu’on a forcément en particulier :
Va, € Indy : A%.a® = O¢

Cette exigence particuliére est réalisée si un des deux vecteurs est nul. Or si
un des deux vecteurs est nul, la table de Pythagore dans laquelle il apparait
est nulle et il en est de méme pour le produit matriciel [©(A)].[®(a)]" qui, du
coup, ne peut plus étre considéré comme étant antisymétrique ! Par consé-
quent la troisiéme fagon et la quatriéme facon de répéter 'action de la fonction
[(4)3, (4)...]A sur un élément de V4 représenté dans V*4 ne peuvent jamais étre

involutives 3.

Lemme 2.2. Concernant l'involution de la fonction /<4)a, (4)...]A.

Parmi les cinq représentations possibles de la répétition de l'action de la
fonction [(4)3, (4)...] A sur un élément de V4 représenté dans V*4, seule la dé-
composition la plus simple de cette action non répétée, la matrice o ®(a), permet
de définir clairement les conditions faisant de cette fonction une involution ; les
voir 4 la fin de la remarque 2.11, point 1 :

{a®(a)}* = Ids
Lorsque, en plus :

<a,A>pq, € {—i, -1, 41, +i},i> +1 =0

3 Quelques rappels succincts sur les représentations
des champs électromagnétiques

Les représentations mathématiques des champs électromagnétiques ont for-
tement évolué au cours du siécle et demi passé.

3.1 La représentation vectorielle

Elle correspond a la représentation historique des champs. En effet I’énoncé,
sous une forme mathématique, des lois décrivant le comportement observé des
champs électromagnétiques résultent du fantastique travail de synthése réalisé
par J.C. Maxwell [01], [06 ; § 1.1.1, p.7]. A cette époque, le langage mathéma-
tique reste encore entiérement inspiré par la vision cartésienne de la notion de
repérage [02].

Ceci tient aux divers faits suivants : (i) Morley et Michelson n’ont pas encore
réalisé leurs expériences d’interférometrie [03] ; (i) Poincaré et Lorentz [04], [06

3. Nota bene : cette conclusion serait peut-étre différente dans une discussion étendue aux
espaces vectoriels dont les éléments ont des composantes dans la partie anti-commutative du
corps des quaternions, H, ou dans celle du corps des octonions Q.
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3 QUELQUES RAPPELS SUCCINCTS SUR LES REPRESENTATIONS
DES CHAMPS ELECTROMAGNETIQUES

; § 1.3, pp.11-12], n’ont pas encore publié les transformations rendant compte
de l'invariance de la vitesse de propagation de la lumiére observée par deux
personnes situées a l'origine de référentiels inertiels et (iii) A. Einstein n’a pas
encore fait paraitre son article posant les fondations de la relativité restreinte.

Ce langage privilégie donc 'usage des composantes spatiales des entités phy-
siques qu’il tente de décrire. Le temps n’a qu'un second role : celui d’un simple
paramétre. Le travail de ce physicien écossais n’échappe pas aux habitudes en
vigueur & la fin du dix-neuviéme siécle.

3.2 La représentation via les formes bilinéaires covariantes

Elle s’inspire des travaux trés anciens d’E. Cartan sur les formes bilinéaires
covariantes associées aux expressions de Pfaff ; voir un exemple dans [05] et
dans le livre [07].

3.3 Les représentations tensorielles et matricielles

Elle sont par exemple visibles dans le cours [06] et dans [08]. On note
que toutes les représentations matricielles deux fois covariantes d’un champ
électromagnétique ont pour formalisme générique :

0 <GB
Fo,0)(WE, ®H) = [ | }

_|(3)E > mq;((i%)H)

Tandis que toutes les représentations matricielles deux fois contravariantes d’un
champ électromagnétique ont pour formalisme générique :

0 - <O E
F(0,2)(—(3)E7 (S)H) = [ | }

|(3)E > U@(@)H)

3.4 Les spécificités des représentations induites par ’action de
produits de Lie déformés

Remarque 3.1. Le questionnement.

La théorie s’intéressant aux produits tensoriels déformés, a leurs variantes
(les produits tensoriels déformeés et alternés ; les produits de Lie déformeés) et a
leurs décompositions (sans ou avec résidu) a fait apparaitre des matrices anti-
symétriques de M (4, C) a de multiples reprises ; par exemple : [d], [e] et ci-dessus.

Il est tentant de rechercher les circonstances autorisant & raisonnablement penser
que certaines de ces matrices sont des représentations mathématiques réalistes
des champs électromagnétiques rencontrés lors des expérimentations physiques.
Comme tout ce que permettent de découvrir les mathématiques n’a pas néces-
sairement un correspondant dans la nature, seules quelques régles contenant les
informations imposées par les expériences peuvent constituer les critéres qua-
lifiant pour passer de la réflexion généraliste & la représentation effective de la
réalité.
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Remarque 3.2. Les critéres de réalité.

Concernant les champs électromagnétiques, il me semble que deux critéres
doivent absolument étre respectés par les représentations mathématiques :

1. Elles doivent satisfaire aux lois de Maxwell dans le vide, donc et en par-
ticulier permettre le respect de la dualité électromagnétique. Ce premier
critére contient implicitement 'obligation de définir I’équivalent de la no-
tion de dérivée partielle pour rendre compte des variations des champs
au cours du temps. Concernant ce point spécifique, il est sans doute utile
de rappeler que les fonctions [(4)a, (4)...] A peuvent permettre de définir
des dérivations internes.

2. 1 doit étre possible de passer d'une représentation a Pautre (i) soit via
les transformations de Lorentz au cas ou elles expriment les mesures
réalisées par deux observateurs disjoints sur un méme champ ; (ii) soit
via une transformation spatio-temporelle au cas ou elles expriment les
mesures successives réalisées par un observateur pour un champ donné
en évolution.

Ce document a mis en exergue deux matrices anti-symétriques pour lesquelles
on pourrait étre tenté de se demander si elles sont aptes a pouvoir représenter
des champs électromagnétiques observés dans la nature :

4 La décomposition la plus simple lorsque le cube dé-
formant est équivalent & un vecteur

4.1 Caractéristiques premiéres

La premiére est la représentation de la décomposition la plus simple d’un
produit de Lie déformé par un cube anti-symétrique et anti-réduit :

A<I>(a)
Pour celle-ci se pose par exemple la question de la recevabilité de la relation :

0 <(5) El‘

= aA®P(a)?
—’(3)E1> [J](I)((g)H1> A (a)

Fo.0)(WE;, OH,) =

Avec les égalités (voir la remarque 2.5) :
VB : (g1, oz, Po3)

GVH| @ (— @93, 13, —P12)
by = a®. A3 — a®. A% = E]
oy = —(a'. A® — a*. AY) = E}
D3 = a' . A2 — o Al = Ei)’
Py = a’. A% — a?.A° = —Hf’
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4 LA DECOMPOSITION LA PLUS SIMPLE LORSQUE LE CUBE
DEFORMANT EST EQUIVALENT A UN VECTEUR

P13 = —(a®. A% — a®. 4% = H12
By = a’. A — a' . A° = —Hll
Le questionnement concerne donc ici la matrice dont les entrées valent :
O\ 5 = ¢aﬁ.(aa.Aﬂ — a’B.AO‘)

Avec:
a, B,x,0 € Indy

a< pf<x<§é

(o, B) # (x; 9)
$ap = —1L,sidn e N: a+ f =2.n
bop = +1l,si3n e N:a+ 5 =2.n+1

4.2 Analyse

La matrice :

A®(a)
0 (a?.A% — a3.42%) —(a'.A% —a3.4aY)  (al.A% — 4% A
—(a?. A% — a%.A?) 0 (a®. A% — a3 .40 —(a®. 4% — a2.A9)
(al. A3 — a3. 4 —(a%. 43 — a3.49%) 0 (a¥.AY — al. A%
—(a'. A% —a?. Al (a%.4% —a%.A% —@@%.A! —al. A9 0

. se laisse présenter sous la forme d’une différence de deux matrices :

0 a?. A3 a®. Al al. A2 0 a® . A? al. A3 a?. Al
a® . A? 0 a®. A3 a? . A° a? . A3 0 a® . A° al . A2
al. A3 a® . A0 0 al. Al - a® . Al af . A3 0 al. A
a?. Al a®. A2 a®. A° 0 al. A2 a?.A° a . Al 0

La seconde est visiblement la transposée de la premiére.

Question : On peut maintenant se demander s’il existe des régles de cor-
respondance bien précises entre la position («, 3) d’une entrée et la paire (x, 6)
caractérisant le monome situé & cette position ?

Remarque 4.1. Le principe de complémentarité des paires.

La encore, un principe de complémentarité apparait rapidement. En clair,
si on considére la série ordonnée croissante de nombres naturels 0, 1, 2, 3, et
qu’on y pioche deux nombres différents au hasard - par exemple la paire («, (),
alors la paire (x, 0) est forcément constituée des deux nombres n’apparaissant
pas dans la paire («, B).

1l reste ensuite & découvrir un principe d’ordonnancement relatif pour les argu-
ments de ces paires. Pour tenter de le définir, on observe les correspondances

suivantes :
0,00 =0  (0,1) = (2,3) (0,2) = (3,1) (0,3) — (1,2)
(1,0) = (3, 2) (1, )—=0 (1,2) = (0,3) (1,3) — (2,0)
(2,0) > (L,3) (21) = (3,0) (22 =0 (23 = (0,1)
3,00 = (21 (3,1 —(0,2) (3,2) = (1,00 (3,3) =0
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4.2 Analyse

La diagonale est nulle.

Les entrées situées sous la diagonale se comportent exactement de maniére in-
verse aux entrées situées au dessus de la diagonale. Il suffit donc de connaitre
le comportement de ces derniéres pour connaitre celui des premiéres.

Remarque 4.2. Sur l'ordonnancement des arguments a lintérieur de chaque
paire.

En partant du principe que les arguments devraient dans [’idéal étre ordonnés
comme suit pour les paires au-dessus de la diagonale :

a< fB<xy<§é
On remarque alors la régle suivante :
{a<p,dneN:a+p=2.n+1} = {(o, 5) = (x,0)|x < 6}

{a<p,dneN:a+p=2.n} = {(o, ) = (x, )| x > 6}

FEn partant du principe que les arguments devraient dans l’idéal étre ordonnés
comme suit pour les paires en dessous de la diagonale :

a>f03>x>90
On remarque alors la régle suivante :
{a>p,dneN:a+p=2.n+1} = {(o, B) = (x,0)|x > ¢}
{a>p,dneN:a+p=2.n} = {(a, ) = (x,9)|x < 0}
Remarque 4.3. Résumé des régles de correspondance entre les paires d’arguments.

La correspondance («, 8) — (x, 0) entre la paire («, ) indiquant la position
(ligne, colonne) d’une entrée de la matrice o ®(a) et la paire (x, J) caractérisant
le monome présent a cette position se réalise de la maniére suivante :

1. A une position décrite par une paire d’arguments répétés correspond
toujours une entrée nulle dans la matrice o ®(a) ;

2. Au dessus de la diagonale, les arguments sont conventionnellement classés
de maniére croissante : a <<y <9 ;

3. En dessous de la diagonale, les arguments sont conventionnellement clas-
sés de maniére décroissante : o> 3> x>0 ;

4. La paire (x, 0) est la complémentaire de la paire («, 3) ;

5. Si la somme des arguments dans la paire précisant la position dans la
matrice est un nombre impair, on ne change pas 'ordre des arguments
de cette paire lorsqu’on écrit sa paire complémentaire. Si cette somme
est un nombre pair, alors on change l'ordre des arguments de cette paire
lorsqu’on écrit sa paire complémentaire.
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4 LA DECOMPOSITION LA PLUS SIMPLE LORSQUE LE CUBE
DEFORMANT EST EQUIVALENT A UN VECTEUR

4.3 Le chemin menant a la réalité

Ceci ayant été dit, que peut-on apprendre sur les champs EM présumable-
ment associés avec la matrice o ®(a) ? Respectent-ils bien les lois de Maxwell ?
Si oui : ou et quand ?

Remarque 4.4. Sur les champs magnétiques homogeénes.

Soit le calcul :
(3)H1 A ®a

H?.a3 — H} .a?
H}.a' — HY.a?
H{.a®> — H}.a!

—(a®. A% — a%. A% a3 + (a. A% — a®. A9).a?
—(a®. A3 — a3. A% .al + (a®. A — ol AY) . a?
—(a®. At — at. A% . a? + (a®. A% — a?. AY).a

—a.a? A2 + a2.a®. A% + 4% .a2. A3 — a?.a3. AV
—a%.al. A%+ at.a® . A + a0 a3 A — a3 AD
—al. a2 A + ol a2 A% + @Y. al. A2 — al g2, AV

Si le coeur de la matrice o ®(a) représentait un champ magnétique homogene
dans le cadre d’une interprétation selon laquelle le vecteur a représente les co-
ordonnées d'un événement tandis que le vecteur A symbolise le potentiel EM,
on devrait trouver selon [08 - D ; § 19, p. 61, (19,4)] :

GH; A Oa =2 .0Agy
Ce n’est visiblement pas le cas ici puisque le calcul ci-dessus a finalement livré :
CH, A Pa=a" OE =d®. (Pan®A) = OH = —a". OA

La route cherchant a démontrer que la matrice o ®(a) peut représenter un champ
EM commence donc sous de mauvais hospices, ne serait-ce déja parce qu’une
des lois de Maxwell s’écrit ici :

(3)H1 = Rot (S)AEM
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4.3 Le chemin menant a la réalité

Tous ces éléments ménent & penser que la premiére interprétation proposée
pour le cube A ramené au vecteur A et pour le vecteur a de cette théorie est
irrecevable. Pour assurer la cohérence physique des équations, il convient de

poser :
ao.(4)A = —Rot (4)AEM = (aO.AO, —(S)Hl)

Et de ne pas considérer le vecteur a comme un événement spatio-temporelle
mais comme une quadri-vitesse :

(g — @y

Sous ces nouvelles conditions, si u® n’est pas nul*, la matrice examinée a la

signification physique acceptable suivante :

1
<4)ACI)((4)a) — 7,0 Rot (4)AEM<I)((4)U-)

(e}

uf u
[@ys] = [Pap - {5 - (Rot VApy)" — —5 . (Rot VA g}
Est-elle encore parfois la représentation directe d’un champ EM 7

Si elle Iest, alors il faut :

1. en particulier continuer a pouvoir écrire :
Prp = a®. A3 — . A = @
(1313 = —(aO.A2 — CL2.A0) = le
(1)23 = (10.141 — (ll.AO = —Hll

Or les relations assurant la cohérence physique des équations trans-
forment les trois précédentes en :

—®1y = H} + 0. A° = H}
$13 = H: + u?. A = H?
—®y3 = H} + u'. A° = H

Ces relations ne peuvent donc étre validées indépendemment des compo-
santes spatiales de la vitesse que si :

A% =0, v®y
Auquel cas la matrice o ®(a) prend le formalisme suivant :

wa®(Wa)

4. C’est souvent le cas puisque dans certains référentiels, on peut poser u’ = ¢ : vitesse de
propagation de la lumiére dans le vide.
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4 LA DECOMPOSITION LA PLUS SIMPLE LORSQUE LE CUBE
DEFORMANT EST EQUIVALENT A UN VECTEUR

1
~ 0 "Rot (4)AEM(I)((4)U-)

0 ﬁ4(a24A3—a34A2) —U%OA((J}AAS—(LS.AI) ﬁ.(al.A2—a2,A1)

—25 . (a?. A% — . A?) 0 a®. A3 —a . A2

w

%.(al.A?’faB.Al) —a0. A3 0 aY. At

w
7u%.(a1.A2 —a?.4Y a®. A2 —a. Al 0

o . u—lo.(qu.H3+u34H2) uLO.(ul.HL"quHl) uio.(fuPH?Jru?.Hl)

—L (. H? — W® . H?) 0 —H3 H?

L @l H W Y H® 0 —H'

u
7%0.@1.1{2 — w2 HY —H? H! 0

_ 5

0o E E E}
-E} 0 —-H} H?
-E? H} 0 -—Hi
-E3 —-H? Hi 0

F(z,O)((S)El, ®H;)
C’est bien le résultat escompteé.

2. Par ailleurs, (peut-étre a un signe moins pres) il faut aussi pouvoir écrire
les équations décrivant les variations acceptables du potentiel EM :

a B
u- WA )8 = 9Apym
uo . (ROt EM) aua

Ce qui peut se condenser symboliquement en :
1
T5(0)(Ou, AEM) = 0 (@) (W, Rot WA gy
parce que cette égalité permet de retrouver (peut-étre a un signe
moins pres) la preuve que la matrice étudiée peut représenter un champ

EM ; en effet :

TQ(O)(@U, AEM) — TQt(O)(au, AEM)

“u (4) by (4)
T2(®)(W7 Rot AEM) - T2(®)(W’ Rot AEM)

1
E *Rot (4)AE1\/[®((4)11)

5. 11 faut rappeler ici que, pour une particule électrique sans accélération, la loi de Lorentz
s’écrit [08 - D ; § 22. p. 67] :
1

GCF = 70.(3)H A Gu
u
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Théoréme 4.1. Sur les décompositions les plus simples d’une certaine famille
de produits de Lie déformés.

A la décomposition sans résidu la plus simple d'un produit de Lie du type suivant

(D, (4)'--](0,43)1{)
correspond toujours une représentation matricielle de la version deux fois

covariante d’un tenseur champ électromagnétique [F (270)((3)E, (3)H)| dont les

arguments respectent la loi de Lorentz pour les particules sans accélération :

1
3 3 3

5 La décomposition la plus simple et sans résidu d’une
action répétée

5.1 Caractéristiques premiéres

La seconde matrice systématiquement antisymétrique de la théorie est la
représentation de Paction répétée de la fonction [(Ya, (4)...]o sur un élément
de V4 (représenté dans V*y), c’est-a-dire en fait d’'une des décompositions sans
résidu de cette action répétée :

[©(A)].[T]. [o())
Pour celle-ci se pose la question de la recevabilité de la relation :

0 <(3) XQ’

—](3)X2 > [J]<I>((3)Y2) = [©(A)].[1]. [Q(a)}t ?

[Fio,0)(IXa, DY,)] =

Avec (voir la remarque 2.11, point 2) :

’(3)X2 >

—{A% .43 {(a®)? — (@®)?} — a?.a%.{(4%)%2 — (A%)2} — (a®.A° + a'. A1) . (a?.43% — a3 . A?)
Al A% {(@®)? — (a')?} — ol a® {(A%)% — (A1)?} — (a©. A0 + a®.A%) (ol . A% — a® . Al)
—{AY. A% {(a®)? — (a1)?} — a'.a? . {(4%)2% — (A2} — (a®.A° + a%.4%) . (al. A% — 4. A}

|(3)Y2 >

A% A% {(a®)? — (a9)?} — a%.a? . {(A%)? — (492} — (al. A' 4+ aB.4%) . (a¥. 4% — 42.A40)

A% AT {(ah)? — (a9)?} — a®.al . {412 — (A0} — (a?. A% 4 0B . 4%) (a0 A — 4! A9)
A% A3 {(a®)? = (@®)?} — a%.a%.{(4%)%2 — (A9)2} — (a'.A' + a?.42).(a". A% — 43 . A7)

Il convient bien entendu de tenir compte des acquis issus de la section précédente.
Ainsi, I’étude va concerner ici action répétée :

4 4 4
0 AW, [P, @ g Rt 4y
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6 CONCLUSION

—[oRot WA py)]. [T]. [o)]t. |W... >

La décomposition sans résidu associée avec 'action répétée de la fonction étudiée
(voir en remarque 2.11), si elle peut étre identifiée a la représentation d’un champ
EM (Pobjectif de cette section), aura pour entrées des combinaisons linéaires de
termes génériques du genre :

HS . Hg Xl
Et pour le cas ot le potentiel EM est colinéaire & la quadri-vitesse :
HY HY AL, A%y
En effet, puisqu’ici aussi il faut écrire :
a®. WA = —Rot (4)AEM = (0, —(3)H2), avec : H® = Oeta’ # 0

Et
(g — @y

... les entrées de la matrice étudiée s’écrivent :

X0
T)’Laﬁ

—eap - (aX. A — a® AX) {(a® A% + aP . AP) — (aX.AX + a°. A%)}

1
—eag.w.(—uX.H5+u5.HX).{—(u°‘ HY+ P HP) + (uX HX +u° . H°)}

Avec (rappel) :
€ag = tlsia < B, =1lsia > 3,0sia = f3

Gréace aux réflexions menées dans ce document, on peut commencer & se pencher
sur les liens éventuels entre la théorie des produits de Lie déformés et les champs
dits de Yang et Mills. Compte tenu de la difficulté inhérente & ce type de champs,
ce sera 1a 'objet d’explorations qui seront développées ailleurs et plus tard.

6 Conclusion

L’é¢tude de l'involution ne constitue pas en soi une nouveauté puisqu’on en
retrouve des traces dans des travaux anciens, par exemple dans [05 ; 1904] en
partie consacré a explorer les systémes différentiels involutifs. Dans I’étude qui
vient d’étre menée, on s’est essentiellement intéressé & ’action de produits de
Lie déformés par un vecteur A - résultat de l'anti-symeétrisation et de l’anti-
réduction d’un cube A de H(4,C), typiquement |[a,...]a, et on a obtenu deux
résultats concernant la décomposition sans résidu la plus simple de ces produits :
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1°) Elle peut servir a définir les conditions faisant de ces produits des endo-
morphismes involutifs ;

2°) Pour la famille des produits [u, ...|Rot-A,, Caractérisés par la paire (D,
YRot-Ap M) représentant la quadri-vitesse d’une particule et le vecteur (0,
-(3)H), elle s’identifie avec la formulation deux fois contravariante d'un tenseur
champ électromagnétique lorsque les arguments ((*)E, ®)H) de ce champ res-
pectent la loi de Lorentz pour les particules ne subissant aucune accélération :

GIE = (1/u%).(GOHA Gu).

On pourra considérer que c’est 14 un modeste résultat pour un si long exercice.
Pour autant, il me semble présenter ’avantage d’établir un lien relativement
simple entre une discussion mathématique incluant potentiellement la notion
d’algébre de Lie et la pierre angulaire d’une discussion physique sur les champs
électromagnétiques. La répétition de l'action de ce type de produits de Lie
finalement déformés par des champs magnétiques peut éventuellement fournir
un outil servant & décrire I’évolution des champs électromagnétiques. De futurs
travaux auront & vérifier cette présomption.
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