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Wprowadzenie nowych pojeé: ,,Tréjkat Impedancji Orbitalnej”
»Irdjkat Mocy Orbitalnej”

»WspoOlczynnik Zestrojenia Orbitalnego”

Streszczenie.

Opracowanie wprowadza w skali makro zespolona posta¢ pedu mechanicznego,
ktéra ujawnia dualng nature pedu oraz uwydatnia jego wektorowa faze ruchu
P (t) w czasoprzestrzeni. Praca oferuje praktyczne narzedzia diagnostyczne oraz
jasno opisuje dynamiczng zalezno$¢ miedzy ruchem rotacyjnym i translacyjnym.
Proponuje sprawdzony aparat matematyczny z uzyciem liczb zespolonych
wykorzystywany przez inzynieréw w elektrotechnice, ktory moze rowniez znalezé
zastosowanie w dziedzinie mechaniki orbitalnej upraszczajac kalkulacje.
Niestandardowe podej$cie w ukladzie nieinercjalnym wyjasnia na przykladzie
astrofizyczny mechanizm energetyczny widziany od jego wnetrza. Skupia uwage
Czytelnika na transferze energii w kanale energetycznym efektu Coriolisa jako
zapetlonego (uwiklanego) mechanizmu sprzezenia miedzy kanalem
energetycznym aktywnym i reaktywnym.

Podejscie takie wynika z ortogonalnos$ci w przestrzeni oraz fazowosci w czasie
niezaleznych strumieni energii wyodrebnionych kanaléw co uwydatnia podwojna nature
pedu kinetycznego jako wielko$ci wektorowej opisanej rownaniami na plaszczyznie liczb
zespolonych jako suma pedu aktywnego i reaktywnego:

pzespolony = paktywny +1 preaktywny = pradialny +1 ptangencjalny

Pz = Pa tipgr
pz = mv, +imuvy

mv =m(v, +ivg)
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Opracowanie nawigzuje do opublikowanego artkutu pt.: ,,Twierdzenie Orbitalne 2025
(DOI:10.5281/zenodo.17987613), w ktérym wydzielone zostaly dwa niezalezne kanaly
energetyczne (aktywny Qa, reaktywny QRr) sprzezone wzajemnie w czasoprzestrzeni
dynamiczna faza efektu Coriolisa podczas przykladowego procesu wynoszenia satelity na
orbite.

W klasycznej metodzie naukowej w skali makroskopowej ped jest przedstawiany
zazwyczaj jako wektorowa wielko$¢ rzeczywista p = mv . Ped rotacyjny traktuje sie
podobnie jako iloczyn skalarny pedu orbitalnego i promienia.

Niniejsze opracowanie wzbogacajac znana wiedze oferuje doskonalszy formalizm
matematyczny, ktéry ujawnia strukture fazowa pedu w czasoprzestrzeni ukryta w
klasycznych rézniczkowych réwnaniach ruchu. Ewolucyjnie uzupelia dotychczasowa
metodyke naukowa wprowadzajac do terminologii astrofizyki nowe pojecia wielkoSci
zespolonych:

Trdjkat Impedancji Orbitalnej (TIO):
Zor(£) = Ry (8) + X4 ()
Trdjkat Mocy Orbitalnej (TMO):
Sa(t) = P4(t) + iPr(¢)
Wspoélezynnik Zestrojenia Orbitalnego (WZO):

Xor(t)
Ror(t)

tg P(0) =

Autor bazujac na uznanej od dziesiecioleci w elektrotechnice metodzie analizy obwodow
w stanie nieustalonym prowadzi do wyodrebnienia w rachunkach mechaniki orbitalnej
analogicznych, zespolonych poje¢:

e impedancji orbitalnej — Zor(1)
e rezystancji orbitalnej — Ror(t)
¢ reaktancji orbitalnej — Xor(t)

Odpowiedniki te s3 znane roéwniez w mechanice drgan ale nie byly powszechnie
stosowane w astrofizyce podczas analiz dynamicznych proceséw orbitalnych.
Proponowany formalizm wzmacnia dotychczasowa wiedze, prowadzi do spojnej oceny
zjawisk energetycznych zachodzacych podczas omawianej dynamicznej fazy lotu oraz



przy dalszym rozwoju jako metody diagnostycznej moze stanowié w przyszlosci
uniwersalne narzedzie do analiz prowadzonych na szersza skale (kosmologiczna).

Przejécie do dziedziny liczb zespolonych ulatwia zrozumienie wplywu komponentéw na
caly proces energetyczny jak rowniez porzadkuje wystepujace silty przynalezne do
odpowiednich kanaléw energetycznych. Formalizm thumaczy z nowej perspektywy
pochodzenie dynamicznej fazy sprzezenia procesu w czasoprzestrzeni oraz oferuje
pelniejsza interpretacje sprzezenia zwrotnego jako mechanicznego (orbitalnego)
wspolczynnika zestrojenia orbitalnego tg Y (t) (alternatywnie cos ¥ (t)).
Wspoélezynnik ten okresla aktualny stopien zakrzywienia geometrii ewoluujacego w
czasie ukladu grawitacyjnego jako stosunek pedu reaktywnego pg(t) (rotacyjnego) do
pedu aktywnego p4(t) (translacyjnego). Przejs$cie na plaszczyzne zespolona (Re, Im) jest
wygodne i intuicyjne oraz pozwala jawnie wydzieli¢ i analizowac przyporzadkowane
kanalom energetycznym rozwijane moce mechaniczne: aktywna P4(t), reaktywna Pg(t),
wypadkowa SA(t).

Opracowanie wyodrebnienia kluczowe wielko$ci astrofizyczne, wskazuje analogie
matematyczne do zwigzkdw uzywanych powszechnie w teorii elektrotechniki oraz
przenosi odpowiedniki na grunt kosmologii — co moze by¢ inspirujace przy probach
uogo6lnien wielkoskalowych.

Wyjscie z proponowanym formalizmem wynika z faktu, iz akceptowana w nauce forma
sumowania energii kinetycznych jako wielkos$ci skalarnych w postaci:

mv? lw
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jest w pewnym uproszczeniem dydaktycznym okreslajacym stan ukladu ale skrywa
fazowo$¢ oraz dynamike zjawisk w czasie stanu nieustalonego. Wzér powyzszy sumuje
energie, ktore dla uktadow o zmiennej geometrii w istocie nie sg addytywne ani w sensie
wektorowym ani fazowym.

1. Wprowadzenie.

W celu zrozumieia idei zapisu matematycznego pedu zespolonego w skali makro autor
odsyla poczatkowo do zapoznania sie z Rys.11 (rozdzial.7) gdzie pokazane sa mozliwe
warianty.

W niniejszej pracy rozpatrywany jest ruch satelity o masie m(t) w plaszczyznie
orbitalnej w bazie (7, 6) z rozdzieleniem kanalow energetycznych na
aktywny Qua (radialny) i reaktywny Qr (tangencjalny). Zwrot dodatni osi radialnej jest
skierowany na zewnatrz (+r), natomiast zwrot dodatni osi stycznej jest zgodny z ruchem
przeciwnym do ruchu wskazowek zegara (CCW), tj. w kierunku rosnacego 6 (+6).



Uklad nalezy rozpatrywac tak, ze rotacja obydwu cial satelita-Ziemia odbywa sie
wzgledem osi zaznaczonej czerwonym punktem okreslajagcym wspolny geometryczny
Srodek rownowagi grawitacyjnej wg Rys.1 — dla satelity punkt ten jest praktycznie w
poblizu Srodka Ziemi. Analiza w bazie zespolonej dotyczy stanu nieustalonego manewru
wynoszenia satelity na orbite, w ktérym wektory predkosci i sil zmieniaja zar6wno
warto$¢ jak i kierunek w czasie a kluczowym zagadnieniem jest wewnetrzne
sprzezenie fazowe w czasoprzestrzeni miedzy skladowa radialng i
tangencjalna predkosci.

W kolejnych rozdzialach formalizm impedancyjny i mocowy traktowany jest jako
narzedzie porzadkujace istniejgce rownania ruchu oraz ujawniajace strukture fazowa
procesu.

Rys.1 jako przyklad fizyczny pokazuje start rakiety wynoszacej satelite na orbite
okoloziemska. Na spirali wznoszenia [ pokazano wektor glowny (6) predkosci
v(t), wektor (2) predkos$ci radialnej v, (t) oraz predkosci stycznej (3) (tangencjalnej)
vg (t) zaznaczone kolorem czerwonym.



a
| s
o , _1' h \
- 10i 47 . orbitowanie po zaniku
T~ sity Coriolisa
- ‘: a X Ay
. .
i *
rr .
, ' centrum grawitacyjne v '
! ukladu Ziemia-satelita I
! I|
i
. . |
. ! .
przebudowa momentu
" bezwladnosci wewnatrz tacyi
. struktury ukladi centrum grawitacyjne
Zlemi
\-._\ /‘
- S
\\ - /J
AN //
S N — — —_— P

Rys.1 (pogladowy, nie zawiera skali)



Opis Rys 1:

1 — 0§ styczna w punkeie analizy

do spirali wznoszenia !

2 — predkosé radialna vr(t)

3 — predkoéc tangencjalna va(t)

4 - sila dosrodkowa grawitacji Fg(r)

5 — sila odérodkowa Fod(t)

6 — predkosé gléwna w punkeie analizy v(t)

7 - gloéwna sila Coriolisa w punkeie analizy Fe(t)
8 - skladowa radialna (aktywna) sily Coriolisa

9 — skladowa tangencjalna (reaktywna) sily
Coriolisa

10 — sila Eulera Feu(t)

11 - ciag radialny rakiety Tr(t)

12 — ciag tangencjalny rakiety To(t)

13 — ciag glowny rakiety T(t)

14 — sily thumiace tangencjalne AFg(t)

15 — sily thumigce radialne AE.(t)

a,b — punkty wyznaczajace zakres rzutowania na
k!

el

Rys.2

Predkosci rzutowane (2 oraz 3) wynoszonego satelity sg zatem dwiema skladowymi
(v, vg) w przestrzeni glownego wektora predkosci (6) lezacego na prostej stycznej do
trajektorii spirali w punkcie analizy. W ujeciu geometrycznym wg Rys.2 otrzymujemy:

v? =v? + v} [1]

v = /vr2+v§



Rozwazajac tradycyjnie rozklad wektorowy po wymnozeniu obydwu stron réwnania
przez mase satelity otrzymujemy zalezno$¢ na ped rozlozony:

mv? = mv? + mvj
W ujeciu zespolonym réwnanie [1] przyjmuje zatem postaé:

v(t) = v (0) + ive(t)

Po wymnozeniu obydwu stron powyzszego rownania przez mase m(t) wnoszonego
satelity otrzymamy zespolong forme pedu rozlozonego na osiach Re oraz Im. Od tej
chwili w rozwazaniach uzywaé bedziemy tylko nomenklatury zwiazanej z zespolonymi
wielko$ciami tj.: pedem aktywnym p4(t) na osi Re oraz pedem reaktywnym

pr(t) na osi Im jako no$nikami energii:

m()v(t) = m()v.(t) + i m(t)ve(t)

pz(t) = pa(t) + ipr(t)

Na Rys.3 przedstawiona zostala plaszczyzna zespolona okreslajaca sktadowe predkosci
v(t) oraz pedu p,(t) rzutowane na osie Re oraz Im, okre$lone wzorem powyzej.
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2. Trojkat Impedancji Orbitalnej (TIO) — wprowadzenie.

Autor wprowadza do analiz ukladow w astrofizyce pojecie trojkata impedancji
orbitalnej (TIO) uwidocznionego na Rys.4. Narzedzie to znane jest fizyce pod nazwa
trojkqta impedancji mechanicznej w rachunkach mechaniki tradycyjnej (masa-thumik-
sprezyna) opisujacych przebiegi harmoniczne lub stany nieustalone zwigzane
z odpowiedzig ukladu na zadany impuls mechaniczny. Matematyczng forme trojkata
impedancji orbitalnej (TIO) przedsatwia wzor:

Zor(t) = Ror(t) + X0 (0)

Pozwala on jawnie rozdzieli¢ niezalezne, nieliniowe elementy ukladu i podzieli¢ na
sktadowe:



rezystancje orbitalng R,,.(t) - dyssypatywna, zwigzang w czasie manewru

z mocg uwalniang w kanale aktywnym tracona przeciwko grawitacji i
oporom powierza, odpowiedzialng za magazynowanie energii potencjalnej
aktywnej Qa.

reaktancje orbitalna X,,.(t) - zwiazang z mocg uwalniang w kanale
reaktywnym tracona na budowe momentu pedu ukladu orbitalnego,
odpowiedzialng za magazynowanie energii rotacyjnej reaktywnej Qr.

Fizyczny sens przyporzadkowania do trajektorii lotu zar6wno rezystancji
orbitalnej R,,.(r) oraz reaktancji orbitalnej X,,.(8) zilustrowano na Rys.4.

Xor(e) ,'I &

Rys.4



Im %

Zor(t)
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Rys.5
Autor podkresla, iz zardwno zespolona rezystancja orbitalna R,,.(t) jak i

zespolona reaktancja orbitalna X ,,-(t) posiadaja w zagniezdzeniu swoje sktadowe
czastkowe (bedzie to wykazane w dalszej czeSci pracy) co sprzyja mapowaniu procesu
wynoszenia, rozdzielaniu sktadnikow przypisujac im wlasne wklady energetyczne
obciazajace wypadkowa zespolonq impedancje Z,,,.(t).

Formalizm zespolony oparty na wyodrebnieniu trdjkqgta impedancji orbitalnej (TTIO)
z jego impedancja wypadkowa Z,,.(t) eksponuje natychmiast ortogonalno$¢ zjawisk
w przestrzeni i umozliwia bezpos$rednig wizualizacje przesuniecia fazowego Y (t)
w czasie miedzy procesami zachodzacymi w kanatach energetycznych Qa i Qr. Podkresla
to fundamentalng range efektu Coriolisa.W standardowej analizie wektorowe;j
fazowos$¢ pozostaje ukryta w skladnikach réwnan r6zniczkowych i klasycznych
rownaniach ruchu. Wprowadzenie kata fazowego:

Xor(t)
=0)

Y(t) = arc tg<

oraz zalezno$¢ matematyczng wspoélczynnika zestrojenia orbitalnego:

Xor(t)
Ror(t)

tg P(b) =



ROI'(t)
Zor (D)

cos Y(t) =

dostarcza zatem mierzalnych wskaznikow stopnia sprzezenia miedzy translacja (kanat
Q4) a rotacja (kanal Qr) w procesie wynoszenia, analogicznie do wspolczynnika mocy
cos Y(t) w obwodach elektrycznych. Stanowi to pomost interdyscyplinarny oferujacy
sprawdzone narzedzie do analizy dynamiki proces6w orbitalnych w stanie nieustalonym,
co jest ograniczone przy uzyciu standardowych formul energetycznych opisujacych raczej
stany ,,przed” i ,po”. Parametr tg (&) pelni role dynamicznego wskaznika postepu
manewru orbitalnego okreslajacego stopien dostrojenia ukladu. Jego warto$¢ chwilowa
wskazuje, w jakiej fazie procesu znajduje sie uktad miedzy startem (tg ¥ (t) =o, cos

Y(t) = 1) umozliwiajac np. predykcje trajektorii i lepsza optymalizacje sterowania
ciggiem. Osiaggniecie kolowej orbity docelowej dla energii skumulowanej wynosi tg 1 (t)
= 0,46, cos Y(t) = 0,89 odpowiadajace rzutom energii na dwie ortogonalne osie
formalizmu (Re/Im).

2.1 Rezystancja orbitalna R,.(t) — skladowe obcigzenia.

W mechanice klasycznej wystepuje znane pojecie rezystancji mechanicznej R, jako
stosunek wypadkowej sily ttumigcej (oporu) do predkoéci w danej chwili:

Rm=;

Podazajac za ta zasada mozemy rowniez wydzieli¢ tozsame skladniki wystepujace
w mechanice orbitalnej. Zatem dla kanalu aktywnego uwzgledniajac zwroty wektoréw
wyliczymy wypadkowa rezystancje orbitalna R, (t) jako stosunek sumy wszystkich
sit thumiacych radialnych wystepujacych w kanale aktywnym (ktére musi pokonaé
rakieta ciagiem T,(t) do predkosci radialnej v,.(t) ciala:

Y E.(t) ttumiace
v (t)

Ror(t) =

Jesli wrocimy do Rys.1 zauwazymy, ze sily thumiace (przeciwdzialajace ruchowi
radialnemu) operujace w kanale aktywnym to:

o sila gawitaci, Fyay(r(£)) (4),
e sily oporow, AF.(t) (15)



Biorac pod uwage wylacznie kanalowe sity thumigce wypadkowa rezystancja
orbitalna R,.(t) w kanale aktywnym (radialnym) przedstawina zostanie zalezno$cia:

Fgrav(r (1)) + AF.(¢)
v (6)

Ror(t) =

2.2 Reaktancja orbitalna X,.(t) - skladowe obcigzenia.

Ortogonalnos$¢ w przestyrzeni kanalu reaktywnego pozwala identycznie traktowac
mechniczny stosunek R, = g ale uznawany tu jako reaktancje orbitalng. Zatem dla

kanatu reaktywnego wyliczymy wypadkow3a reaktancje orbitalng X,.(t) jako
stosunek sumy wszystkich sit thumiaeych stycznych (tangencjalnych) wystepujacych
w kanale reaktywnym, ktére musi pokonac rakieta ciagiem Ty (t) do predkosci stycznej
v (t) ciala:

Y. Fy(t) ttumiace
vg (£)

Xor(t) =

Jesli wrocimy do Rys.1 zauwazymy, ze sily thumigce operujace w kanale reaktywnym to:

o sila Eulera F,,(t) (10) , zawsze styczna (prostopadla do promienia)

e skladowa tangencjalna gléwnej sily Coriolisa F..(t) (9), (prostopadla do
promienia)
e inne sily ewentualnych start AFy(t) (14)

Wypadkowa reaktancja orbitalna X,.(t) w kanale reaktywnym (stycznym)
przedstawina zostanie zaleznoScig wg Rys.1:
Feu(t) + AFH(t)+ Fc@(t)

vg (£)

Xor(t) =

2.3 Impedancja orbitalna Z,,.(t) — wypadkowa impedancja obciazenia.

Wielkosci Y E.(t) oraz Y, Fy(t) oznaczaja sily thumienia kanalowego czyli dodatnie
wartoS$ci strat, ktore nalezy pokonaé wymuszeniem rakiety 7(t). Dlatego podczas
oblicznia dynamicznych spadkéw sil kanatowych ich wktad do rownan w ukladzie
odniesienia (+r1i+6 ) beda mialy odpowiednio znak ujemny. Przedstawione powyzej
zaleznoS$ci prezentuja zatem wypadkowa impedancje orbitalna:



Zor(t) = Ror () + X, (0)

F(t) _ Y FE(®ttumiace | .Y Fo(O)ttumiace _ Fgrav(r(t)) + AF(t) 4 Foyu(t) + AFg(t)+ F g (t)

v (t) e (t) vg(t) e (t) vg(t)

Zor(t) =

Dla powyzszej formy zespolonej mozemy obliczyc modul impedancji
orbitalnejZ,,.(t) jako:

1Zor ()| = \/Rgr () + X5-(t)
Forma wykladnicza impedancji orbitalnej Z ,,.(t) przedstawiona zostanie zatem wzorem:

Zor () = |Zor(t)|ejlp(t)
gdzie

Xor(t)>

Y(t) =arctg (R O

W powyzszych zaleznoSciach R, (t) i X,,-(t) opisuja chwilowe pasywne parametry
orbitalne kanalow Qa i Qr. Sktadowe ciggu T, (t), T (t) widocznej w dalszej czeSci pracy
traktowane s3 jako wymuszenie sterujace (zrodlowe) i nie wchodza do definicji
impedancji. Dla liczenia sily ciggu netto Fy e, znaki ,minus" przy ekspansji nie sa cecha
~rodzaju sity”, tylko wynikiem ich projekcji na osie.

Autor zwraca uwage, ze w fazie ekspansji ukladu (czym wlasnie jest wynoszenie na
orbite), gdy energia jest dostarczana przez uklad napedowy, zwroty wektorow sit w
bazie (r, 6) sa zgodne z przyjeta orientacja odniesienia i odpowiadaja schematowi
przedstawionemu na Rys. 1. W tej samej bazie i przy odwréconym kontrakcyjnym
rezimie dynamicznym (deorbitacji) zrodlem ruchu staje sie pole grawitacyjne, co
prowadzi do zmiany relacji miedzy kanalem aktywnym i reaktywnym. W szczego6lnosci
dochodzi do odwrocenia znaku sil skltadowych zwigzanych z przyspieszeniami
nieustalonymi (w tym czlonu Eulera) w poréwnaniu do fazy wynoszenia. W tym ujeciu
szczegOlnego znaczenia nabiera ponownie sila Coriolisa, interpretowana jako czlon
sprzegajacy kanaly Qa4 i Qr, ktéry moze odpowiadaé za zwrotng redystrybucje
strumieni energii pomiedzy skltadowa radialng i styczng ruchu w zaleznosci od kierunku
ewolucji trajektorii (ekspansja/kontrakcja). W ramach przyjetego modelu i definicji



kanalow, analiza sugeruje, ze energia rotacyjna (reaktywna) pelni

role posrednia w redystrybucji energii aktywnej (jak energia bierna w elektrotechnice
podczas dystrybucji energii czynnej). Bedzie to szerzej eksponowane w dalszej czesci
rownan macierzowych opisujacych krosfunkcyjng i dwukierunkowa role sily Coriolisa.

2.4 Przyspieszenie zespolone a,(t)— dekompozycja na sktadowa aktywna
(radialng) a.(t) i reaktywna (tangencjalng) aq(t).

Wprowadzenie impedancji orbitalnej Z,, (t) umozliwia rowniez zaimplementowanie
zespolonej formy przyspieszenia kinetycznego dla kazdego kanatu z osobna. Dla
ekspansji ukladu jakim jest wynoszenie naorbite (zwiekszenie momentu bezwladnosci
I(t) i zwiekszenie momentu pedu L(t)) sily:

e sila od$rodkowa F,4(t) (5)
o skladowa radialna gléwnej sily Coriolisa F,.(t) (8)

w wyniku przyspieszania rotacji nie sg wliczane do sit thumigcych. Przeciwnie, staja sie
one silami wspomagajacymi ruch radialny i nalezy je zaliczy¢ do sit zrédlowych. Ich
warto$ci zmieniaja sie w czasie w miare gdy satelita zbliza sie do zadanej orbity. Sila
od$rodkowa wcigz narasta jednak skladowa radialna sity Coriolisa mimo, iz zachowuje
zwrot wektora (na zewnatrz) maleje wraz z v,.(t) aby na orbicie ostatecznie osiagnaé
warto$¢ zero. Wowczas nastaje rownowaga sit kanalowych i zanika ruch radialny, ustala
sie rownowaga kinematyczna. W takiej chwili kanal radialny jest ,,zamkniety” a jego
rezystancja orbitalna R,.(t) formalnie dazy do nieskonczono$ci i kanal nie przenosi
ruchu ekspansywnego.

Przyspieszenie radiane a,(t) wyliczymy wzgledniajac dla sil thumiacych w kanale
aktywnym znakowanie ujemne wyrazone wzorem ponizej:

ZFnetto radialna (t) _ ZFciagu radialna (t) - ZFt}umienia radialna (t)
m(t) m(t)

a.(t) =
gdzie
Fnetto radialna (t): [Tr(t) + Fod (t) + E:r(t)] - [Fgrav(r(t)) + AF}(t)]

zatem

[Te(t) + Foa () + Fer ()] — [Forav(r()) + AR(D)]
m(t)

ar(t) =



We wzorze jak powyzej zauwazymy, ze bilans sil w liczniku dazy stopniowo do zera
zatem sila netto przySpieszajaca (op6zniajgca) ruch radialny
Fpetto radialna (t) dazy do wartosci 0 , zatem przyspieszenie a,.(t) rowniez dazy do zera.

PrzysSpieszenie tangencjalne a,(t) analogicznie wyznaczymy w kanale
reaktywnym:

ZFnetto tangencjalne (t) . ZFciagu tangencjalna (t) - ZFtiumienia tangencjalne (t)

a(t) = m(©) - 0)
gdzie
Faetto tangengiaina (0) = [To(0)] = [Fu(6) + AFp(6)+ Fop(0)]
zatem

[To(t)] — [Feu(t) + AFg(£)+ Fep(t)]

ag(t) = e

Z przedstawionych powyzej formul uzyskujemy réwniez zalezno$¢ zespolona
przyspieszenia w postaci:

az (t) = ar(t) + iag(t)

[Tr(t)+Fod(t)+Fcr(t)]_ [Fgrav(r(t))"'AFr(t)] 4+ l [Te(t)]— [Feu(t) + AFQ(t)+ Fce(t)]
m(t) m(t)

Po przegrupowaniu otrzymujemy:

a; (t) =

[T(6) + Foa(t) = Faray (r()) = AF(8) + Fur(0) 4 ; 1o = Fu®) = 8RO Fus(©)
l

(6 = ) (o)




Im %

a,(t)
ag(t)

w(t)\

A J

a,(t) Re

Rys.6

Podobnie jak dla trojkata impedancji wyliczymy tu modul przyspieszenia oraz jego
wersje wyktadnicza:

lax(®) = Ja? () + G3(0)

a, (t) = lan(t)]e¥®

gdzie

Y(t) = arctg <§Orgg) = arctg <Ze Eg )

3. Trojkat Mocy Orbitalnej (TMO) — wprowadzenie.

Podczas wnoszenia na orbite silniki ciagu pionowego i bocznego rakiety pracuja ze
zmienng moca co przedstawia Rys.7 ponizej.



orbitacja

Rys.7 (ilustracyjny)

Dlatego po wprowadzeniu terminu tréjkqta impedancji orbitalnej (T1O) naturalnym
krokiem staje sie przejs$cie do opisu mocy w kanalach energetycznych.

Autor definiuje nowe pojecie: zespolony tréjkat mocy orbitalnej (TMO) jako:

Sa(t) = Pa(t) + iPp(t)

gdzie P 4(t) reprezentuje tracong moc w kanale aktywnym :

- praca przeciw grawitacji
- praca przeciw oporom atmosfery
- opory wiatru etc.

za$ Pg(t) reprezentuje wydatkowang moc w kanale reaktywnym:

- praca na budowe orbitalnego momentu pedu przeciw skltadowej tangencjalnej
sily Coriolisa zmiany momentu bezwladnosci poduktadu jakim jest satelita

- praca przeciwko sile Eulera
- ewentualne inne straty

Porzadkuje to ostatecznie globalny bilans mocy manewru, wyrazony wprost w
jezyku energetycznym obydwu kanalow.



Na Rys.8 pokazano tréjkat mocy orbitalnej (TMO) :

Im %

Sa(t)
Pr(t)

W)\

h J

P4(t) Re

Rys.8

Identyczne zalezno$ci matemtyczne uzyskamy poprzez poréwnanie z wyprowadzeniami
w TIO prezentujac wskazniki fazowo$ci:

S,01 = (B2 + RO

SA(t) = |Sp(0)]e/¥®

PR(t)>
Py (1)

Pr(1)
Py (1)

Y(t) = arc tg<

tg Y() =



PA(t)
Sa(t)

cos Y(t) =

W tradycyjnym ujeciu moc mechaniczna to iloczyn sily i predkosci:
P, =Fv

Najwazniejsze sprzezenie Impedancja Orbitalna < Moc Orbitalna okresla gléwna
zalezno$¢ energetyczna dla mocy kanalowych jak ponize;.

Aktywna moc kanalowa oraz energia kanalowa:

Pa(t) = L E.(8) v ()

0, = j P,(t)dt = f S E(6) ()

Reaktywna moc kanalowa oraz energia kanalowa:

Pr(t) = XFp(t) vg(t)

O = j Pa(t)dt = j 5 Fo(8) v (0)

Zespolona moc orbitalna:
Sa@) =2 F, () v (6) + { XFa(t) vp(2)
Sily netto ciagu w kanale aktywnym:
2 F, (©)=YFhetto radiaine (t) = X Feiggu radialne (t) — X Fttumienia radiaine (t)

XE () = [Tr(t) + Foa(©) + For ()] = [Fgrav(r(£)) + AF(8)]
YE @) = [T:(0) + Foa(O)] = [Fgrav(r(t)) + AR(D)] + Fer (1)



Sily netto ciagu w kanale reaktywnym:

Z Fg (t) =ZFnetto tangencjalne (t) = ZFciqgu tangencjalne (t) - ZFt{umienia tangencjalne (t)

YFq (t) = [To(t)] = [Feu(t) + AFg(t)+Feq(1)]
YF (1) = [To(O)]—[Feu () + AFg ()] —Feo (£)

Pelny wzor na moc zespolona zapiszemy nastepujaco:

Sa(t) = Pa(t) + iPp(t)

Sa(0) =X F, (O v (t) + i ZFp(t) v (t)

Sa(t) = [[T:(t) + Foa ()] — [Fav(r(£)) — AR(O)] + Fr (O] vr(8) + T [[To(0)] —[Feu (£) — AFp(0)] —Fp ()] (2)

h/ﬁ/&__\/,*/

Re: Py(t) Im: Py(t)

ekspansja rotacja

Wspolezynnik zestrojenia orbitalnego (WZO) jest zatem stosunkiem energii rotacji do
energii ekspansji ukladu:

_ energia rotacji(t) _ wve(t) _ ag(t) _ Pr@) _ pr(t)
tgl,l)(t) "~ energiaekspansji (t)  ve(t)  ar(®)  Pa(®)  pa(®

[T (t)] —[Feu (£) — AFg(8)]—Feo (£)]vg (¢)
[[Tr(t) + Fod(t)] - [Fgrav(r(t)) - AE‘(t)] + Fcr(t)] vr(t)

tg Y(b) =

Macierz przejScia ponizej opisuje ekspansje ukladu rotujacego:




ZF(t) =ZFnetto (t) = ZFciqgu (t) - ZFt{umienia (t) +/' ZFcoriolisa (t)

+ Fer(2)

SE(t) = ZF;-(I) Ty (t) od(c) gmv(r(t)) I I ‘ - AK (l‘.)
=15k 0) fa(r) h.u (©) AFe(t) ~ Fe(t)
clqg sﬁa graw1tac:Ja sﬂa opory sila
odsrodkowa Eulera Coriolisa

Moc kanatowa rozlozy sie w nastepujacy sposob:

v (t)

PO =R Fo®)|)" )

Powyzsza macierz przejScia w paradygmacie ,,obserwacji od §rodka” przedstawia sile
Coriolisa jako fundamentalnego operatora sprzegajacego. Pelni ona role mechanicznego
konwertera mocy miedzy ortogonalnymi kanatami: translacyjnym (aktywnym) oraz
rotacyjnym (reaktywnym). Strukturalnie jej rola w sprzezeniu ruchu kanatowego jest
analogiczna do sprzezenia pol elektrycznego i magnetycznego w rownaniach Maxwella:
podobnie jak zmiana jednego pola generuje drugie, tak ewolucja jednej sktadowej pedu
zespolonego wymusza poprzez Coriolisa kontrolowana redystrybucje energii do kanatu
ortogonalnego, bez zmiany energii calkowitej ukladu.

W przeciwienstwie do ujeé klasycznych w inercjalnym ukladzie odniesienia, gdzie sila
ta jest czesto traktowana jako pozorny efekt, niniejszy formalizm ukazuje ja
jako niebywale kanalowe dynamiczne sprzeglo fazowe. Jesli pomina¢ opory
atmosfery okazuje sie, ze sprzezenie to moze calkowicie zarzadzaé redystrybucja
strumieni mocy chwilowej w warunkach ewolucji momentu bezwladno$ci I(t) uktadu,
stanowigc fizyczny mechanizm wymiany energii miedzy skladowa aktywna a reaktywna
pedu zespolonego. Wspoélczesna fizyka, dazac do maksymalnej unifikacji zapisu
matematycznego, oparla analize energetyczng na paradygmacie skalarnym (np.
sumowanie energii kinetycznej jako Y E, = %mv2 oraz na wektorach rzeczywistych pedu i

momentu pedu. Chociaz podejscie to jest matematycznie spdjne w stanach ustalonych,
wykazuje ono interpretacyjna stabos¢ w analizie standéw nieustalonych, stajac sie
yhieczulym” na strukturalng fazowo$¢ procesu. Dominacja skalarnych bilans6w energii
maskuje ortogonalno$¢ strumieni mocy oraz wzajemne przesuniecia fazowe miedzy
sktadowymi ruchu, co uniemozliwia pelng diagnostyke dynamiki transferu energii w
zlozonych uktadach orbitalnych.

Wprowadzony formalizm definiuje fazowq czasoprzestrzen orbitalng jako
wielowymiarowa rozmaito$¢ rézniczkowalna M, ,;:4:, Opisana przez zbior



zmiennych (r, 0, t,1) na plaszczyznie zespolonej. W tej strukturze czwarty wymiar,
reprezentowany przez kat fazowy ¥ (t), nie jest jedynie parametrem pomocniczym, lecz
glowna funkcja stanu kodujaca rozklad energii miedzy ortogonalnymi kanalami pedu.

,0,t
Morsitar = {(,6,6,) 1 9, 6,0) = arc tan (2L2D))

Rozmaito$¢ ta posiada naturalng projekcje na tréjwymiarowa przestrzen fizyczna (r, 6, t),
jednakze jej pelny opis wymaga uwzglednienia wewnetrznej fazy dynamicznej, ktéra
ujawnia stopien zakrzywienia trajektorii toru grawitacyjnego. Dodatkowy

wymiar tgiy(t) peli role informacyjna, precyzyjnie mapujac ewolucje struktury,
umozliwiajac jawne $ledzenie transformacji pedu aktywnego w reaktywny i na odwrot. W
konsekwencji trajektoria satelity przestaje by¢ postrzegana jedynie jako krzywa w
przestrzeni euklidesowej, stajac sie geodezyjna w fazowej czasoprzestrzeni.

4.Uwiklanie rownan

Analiza dynamiki manewru orbitalnego ujawnia silnie nieliniowe, wzajemnie sprzezone
(uwiklanie) zaleznos$ci miedzy sktadowa radialng i styczng ruchu, co prowadzi do gleboko
zapetlonej struktury rownan ruchu w czasie.

do
ve(® = (O

dr
Ur(t) = a
do vy (1)
dr ~ ()

Sila Coriolisa jest z natury ,zespolona” jako przekladnia fazowa, mimo ze nie wnosi do
ukladu dodatkowej energii, modyfikuje rozklad istniejacych strumieni mocy
wprowadzajac krzyzowy wklad do czlonow przyspieszenia zarowno w kanale
aktywnym (,, jak i reaktywnym (2. Kluczowe jest to ze:

- skladowa radialna zalezy od tangencjalnej, F.. = +2mwvg, (a, = +2wagg )
- skladowa tangencjalna zalezy od radialnej, F.g = —2mwv,, (a,p = —2wa,, )

Jej radialny wklad ulatwia ucieczke z pola grawitacyjnego podczas ekspansji badz ulatwia
powro6t podczas kontrakeji. Dopiero po przejsciu do opisu zespolonego, zdefiniowanego
przez ped:

pz(t) = pa(t) + ipr(®)



oraz moc :

Sa(t) = Pa(t) + iPR(t)
rola sily Coriolisa staje sie przejrzysta: dziala ona jak wewnetrzny operator
sprzezenia fazowego, ktory z odmiennymi znakami wiaze skladowe przyspieszenia
radialnego i stycznego, a wiec efektywnie steruje przeplywem energii miedzy kanalami.
Zmiana tych znakéw przy przejéciu miedzy rezimem ekspansji (wynoszenie) a rezimem
kontrakcji (deorbitacja) wskazuje, ze sita Coriolisa pelni funkcje dwukierunkowego
sprzegla, zdolnego zaré6wno do ,zasilania” przeplywu od translacji radialnej do rotacji,
jak i odwrotnie od rotacji do translacji. Jednoczes$nie sita grawitacji Fgp,, () zalezy
bezpos$rednio od promienia r(t), ktéry sam jest funkcja czasu, co oznacza, ze caly uklad
jest formalnie nieliniowy i jawnie zalezny od czasu, a grawitacja pelni role zmiennego w
czasie obcigzenia energetycznego kanalu aktywnego 2,. W efekcie powstaje zlozony,
wielowymiarowy system dynamiczny, w ktérym ewolucja procesu jest determinowana
przez wspélzalezne zmiany geometrii (r, 8), lokalnego pola grawitacyjnego, orientacji
ciggu oraz fazowego sprzezenia miedzy kanatami 0, i 25, opisanymi jednym parametrem
zestrojenia orbitalnego v (t).

W szczegdblnodci jesli zalozymy w rezimie swobodnym (bez wymuszen w trakcie
T,.(t)=Ty(t) = 0 oraz strat na opory AF. = AFy = 0) skladowe pedu p,4 i pr tworza uklad
sprzezony, ktory raz pochlonagwszy energie ruchu przechodzi do fazy swobodnie
oscylujacej czego przykladem jest orbita eliptyczna. Ewolucja w czasie p,/pg jest opisana
relacjami rozniczkowymi wynikajacymi z geometrii ruchu, zachowania pedu i
zachowania momentu pedu, prowadzi do ciaglej oscylacyjnej redystrybucji energii
miedzy kanatem radialnym i stycznym (aktywnym /reaktywnym). Proces ten wynika
wylacznie z interakcji trzech sil: sily odérodkowej, sily grawitacji oraz projekeji na osie
Re/Im sily Coriolisa. Wowczas wektor glowny pedu zespolonego (reprezentujacy fazowo
stalg wewnetrzna energie ukladu oscylujacego) waha sie na plaszczyznie zespolonej. Jego
rzuty na o$ Re oraz Im ulegaja wydtuzaniu i skracaniu a kat fazowy 1 (t) zmienia sie
cyklicznie w czasie. Mamy wtedy do czynienia z ,,osylatorem grawitacyjnym” z energia
ruchu uwieziong w strukturze i oscylujaca miedzy kanalami Coriolisa:

pa(t) = mv.(t)

Pr(t) = mvg(t)
Sytuacje ta pokazuje Rys.9 ponizej.



Rys.9
Jesli zalozymy brak wymuszen T(t) i oporéw AF (t) czyli ruch swobodny- wéwczas
moment pedu sie zachowuje a jego pchodna w czasie wynosi zero (czyli pochodna
iloczynu ramienia r i pedu reaktywnego wynosi zero)
dL

g
dt

Rozniczkujace zupelnie powyzsze rownanie otrzymujemy:



PR()

[(T(t)PR(t)] =7() R(t) =

dpr(t) _  pr(t) dr
dt ~ r(® dt

. . d . , .
Poniewaz v, (t) = d—: oraz p,(t) = mv,(t) otrzymujemy rOwnanie:

dpr(t) _ PR ) _ _Pr) ()
D= B () = — 2 pa®

A wiec mozna przekstalci¢ do postaci:

mr(t) dpg(t)

t) = —
pa(t) (D) dt
dr(t)
pa(t) = m 1
dpy  d*r(t)
ac " dre

5. Pulsacja mocy w ukladzie orbitalnym swobodnym .
5.1 Orbita eliptyczna.

Poduklad jakim jest satelita podlega na orbicie eliptycznej oscylacjom. Predkos¢
radialna v, (t) oraz tangencjalna vy (t) nie jest stala a energia jest przekierowywana
miedzy kanalami energetycznymi w spos6b naprzemienny. Odpowiadaja za to obydwa
zmienne czlony wzoru na sile Coriolisa +F,,.(t) oraz —F_4(t) . Moc chwilowa nie jest stala
1 wyraza sie zapisem:

Sa(t) = Py(t) + iPRr(0)

Gdzie chwilowa moc catkowita ukladu wynosi:

|SA(t)| = \/PAZ (t) + PRZ (t) = \/((_Fgravr(t) + Fod(t) + Fcr(t))vr(t))z + (_F69 (t)ve (t))z



Poniewaz:

040 = [ POt = [ (Bt + Foa® + (0 (0)

2% = [ Pu@de = [ (~Fuo(vp(©)de

to energia przetworzona w ukladzie za caly okres obrotu bedzie zapisana wyrazeniem:

(1) = \/.QAZ(t) + 0R2(t) = var.

_ 20 _ [(~Feo(©)vg(®))de
QA(t) j- ((_Fgravr(t) + Fod(t) + Fcr(t))vr(t)) dt

= var.

tg(t)

Nalezy zauwazy¢, ze w czasie pelnego obrotu po elipsie moc orbitalna reaktywna Py (t)
dwukrotnie zmienia znak w punktach B oraz D (analogicznie do mocy biernej w
elektrycznym ukladzie idealnej cewki).

5.2 Orbita kolowa.

W przypadku stabilnej orbity kotowej energia 0, (t) jest stala w czasie. Wynika to z
zaniku predko$ci radialnej w kanale aktywnym v,.(t) = 0 po osiggnieciu stabilnej orbity.
Wobec tego pozostaje tylko jedna sktadowa predkosci vy (t) = const. Czlon sily Coriolisa
+F_-(t) = 0, zatem przeplyw mocy miedzy kanalami nie wystepuje. W tym przypadku
uklad posiada jedynie uwieziong energie aktywna i reaktywna. Wskaznik zestrojenia
orbitalnego (WZO) dla kazdej stabilnej orbity za jeden obrot wynosi dla energii:

() [ (~Feo(®)vp(®)) dt
O [((~Fyrapr(®) + Fog(t) + For (D), (1)) dt

~ 0,46 = const.

tg(t)

Orbita kolowa uzyskuje stabilno$¢ w tym samym czasie gdy zachodza jednocze$nie dwa
warunki : czlon w liczniku —F_4 (t) = 0 a w mianowniku skladniki sie zrownuja
Frap? (t) = Foq(t) przy +F..(t) = 0 ,ustaje przeptyw energii w kanatach Coriolisa.

6. Pole odsrodkowe — obliczanie napiecia orbitalnego Uor



Izoformizm matematyczny pozwala wprowadzi¢ odpowiednik pojecia sity
elektromotorycznej z dziedziny elektrotechniki w dziedzinie orbitalnej jako sity

grwitomotorycznej (SGM), ktorej pochodznie objasnia Rys.10.

Rys.10

Na podstawie powyzszego Rys.9 obliczymy odpowiednio dwa skladniki polowe dla

dwoch przykladowych promieni orbitalnych r1 oraz r2:



1) Potencjal Grawitacyjny V() - jako klasyczne grawitacyjne
przyspieszenie dosrodkowe, ktora jako ,studnia grawitacyjna” ma charakter
przyciagajacy do centrum:

2) Potencjal OdSrodkowy Vod(r) -jako odpychajgca bariera w postaci
przyspieszenia odSrodkowego, ktére w ukladzie nieinercjalnym wirujagcym ma
postac:

(179 (t))
od( )
r(t)

Potencjat od$srodkowy (przyspieszenie odsrodkowe) jest brakujacym ogniwem
poszukiwanym w analogii do teorii pola elektrycznego. Podobnie jak w elektrostatyce,
gdzie probny ladunek umieszczony w niejednorodnym polu elektrycznym doznaje sily
proporcjonalnej do gradientu potencjatlu, tak masa satelity wprowadzona do fazowe;j
czasoprzestrzeni orbitalnej do§wiadcza sily wypadkowej proporcjonalnej do gradientu
pol grawitacyjnego i odsrodkowego. Przeniesienie tadunku miedzy ekwipotencjalnymi
powierzchniami w polu E wymaga pracy przeciw sile elektrycznej. Analogicznie,
przemieszczenie satelity o masie m(t) miedzy dwoma potencjalami orbitalnymi (1, +
V,4r) W fazowo ewoluujacej geometrii trajektorii wymusza dostarczenie energii w formie
ciggu rakietowego.

Napiecie orbitalne U, (r) panujace miedzy wybranymi punktami trajektorii wznoszenia
wg Rys.10 obliczymy w nastepujacy sposob:

Vgl :V1 grawitacyjny + Vl odsrodkowy
Vg2=V2 grawitacyjny + VZ odsrodkowy

(Vez(t)) M (veu(®)
Z(t) r2(t) )~ (rl(t) r1(t) )

Uor(r)= VgZ (r) - 1 (r)= (_

Powyzsze zalezno$ci pozwalaja na sformulowanie prawa Ohma I = % dla obliczen
orbitalnych jako:

Analogie obydwu dziedzin fizyki przedstawia Tab.z1:



Teoria Elektrotechniki Teoria Pedu Zespolonego
1= Y — Uor
=7 bz Zor
P=UlI cosy Py= U, pz cOSY
Q=UIsiny Pr=U,,pz siny
S=P+jQ SA:PA+I:PR
Z =R +jX Zor=Ror + iXor
X X
t = — — ﬂ
gy R tgy 7.

Tab.1

7. Interpretacja geometryczna pedu zespolonego.

Rys.11 ponizej przedstawia interpretacje pedu na plaszczyznie zespolone;j:

. ped aktywny (czysto translacyjny)
Im
Pz =pat i0
v,=v.+i0 m. v
v=_[vf+0?
U‘J"
Re
Im

ped reaktywny (czysto rotacyjny)
P, =0+ipg /‘ Vg
v, =0+ ivg m )

Vg




ped zespolony (tuk, spirala, elipsa)
Im

Pz =DPatipr

Vg v, =V, + vy

: v=_[v}+ v}
Ur!

Re

Im czysty spin (obrot masy wokot wlasnej osi)

p, =0+im TN

v, =0+ m

Re

Rys.11

8.Podsumowanie.

o Powyzsze narzedzia dagnostyczne pokazuja, ze ,koszt wejscia na orbite” nie jest
jedna liczba, lecz sumg geometryczng intensywnos$ci dwoch ortogonalnych
strumieni mocy, co naturalnie prowadzi do interpretacji fazowej procesu.

o Wspolezynniki cosyp(t) i tgy(t) staja sie w tym ujeciu mierzalnymi wskaznikami
zestrojenia ukladu: méwia, jaka cze$¢ chwilowej mocy P4(t) pochlania kanat Qa,
a jakg cze$¢ mocy Pg(t) pochlania Qr, oraz jak zmienia sie to w czasie manewru.

o Wnoszona warto$¢ dydaktyczna TMO polega na tym, ze laczy on intuicje
energetyczng z formalizmem TIO: ten sam kat fazowy 1 (t) opisuje zar6wno
simpedancyjny” opor uktadu na zmiane stanu, jak i ,mocowa / kanalowg”
strukture dostarczanej energii.

o Glebsza dekompozycja mocy aktwnej P4(t) oraz mocy Pg(t) na czeSci skladowe
ujawnia interakcje wewnetrzne i co najwazniejsze wyjasnia krosfunkcyjne
dzialanie sily Coriolisa jako integratora / sprzegla miedzy sktadowymi.

e Dzieki temu TMO dziala jak ,diagnostyka procesu”: zamiast oceniac¢ jedynie stan
koncowy, mozna $ledzi¢ ewolucje rozkladu mocy miedzy kanalami w trakcie fazy
nieustalone;j.



W praktyce daje to jezyk do dyskusji o sterowaniu ciaggiem: optymalizacja
trajektorii moze by¢ formulowana jako ksztaltowanie przebiegu P,(t) i Pz(t) oraz
kontrola przebiegu 1y (t), a nie tylko dopasowanie parametréw na koncu lotu.
Wzér ogblny ponizej w czlonie Coriolisa manifestuje przeciwne znaki w kanatach
zaleznie od rezimu.
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10.Notacja

Qa: energia aktywna (zwigzana z pedem translacyjnym)
Qr: energia bierna (zwigzana z pedem rotacyjnym)
Qa: energia catkowita (wypadkowy ruch kinetyczny)
r : promien orbity

R : promien Ziemi

m : masa satelity

M : masa Ziemi

vr: predkos$¢ radialna (kanat aktywny)

G : stala grawitacyjna

Ep: energia potencjalna (notacja konwencjonalna)
Ek: energia kinetyczna (oznaczenie konwencjonalne)
Etotal : calkowita energia (oznaczenie konwencjonalne)
ve : predko$¢ styczna(kanat reaktywny)

F.: sila Coriolisa

Fgrav : sila grawitacyjna



vorb : predkos¢ orbitalna

[ : dlugo$c¢ tuku (odcinek orbity)

7. moment sity Coriolisa

We: energia w ,kanale energetycznym” Coriolisa
pr — ped radialny

L — moment pedu

pz — ped zespolony

Fer — skladowa radialna sily Corioilisa

P, — moc mechniczna aktywna

Pr — moc mechaniczna reaktywna

S, - moc mechaniczna wypadkowa

R, — rezystanacja orbitalna (kanat aktywny)
X, — reaktancja orbitalna (kanal reaktywny)
Z,r — Impedancja orbitalna wypadkowa

p4 — ped aktywny (w kanale aktywnym)

pr — ped reaktywny (w kanale reaktywnym)

T, — cigg radialny rakiety (kanat aktywny)

Ty — ciag tangencjalny rakiety (kanat reaktywny)



